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Liebe Lehrerinnen und Lehrer,

in diesem Jahr bieten wir Ihnen mit mathe.delta 13 die Fortsetzung und somit auch den Abschluss
unserer erfolgreichen Mathematik-Reihe fiir die gymnasiale Oberstufe in Bayern. Erganzend zum
Schilerband wird auch ein perfekt darauf abgestimmter Trainings- sowie Losungsband erscheinen.

Unser digitales Lehrermaterial click & teach unterstitzt Sie optimal bei der Gestaltung lhres
Unterrichts. Selbstverstandlich erscheint mathe.delta 13 auch als digitale Ausgabe click & study fUr
lhre Schulerinnen und Schdler.

Kennen Sie bereits unsere neue Mathematisch-naturwissenschaftliche Formelsammlung — Bayern?
Diese wurde exakt nach den Vorgaben des IQB entwickelt und eignet sich perfekt fir den Einsatz im
Unterricht und im schriftlichen Abitur. Weitere Informationen hierzu finden Sie auf den Seiten 52 und
53 dieser Leseprobe.

Wenn Sie mehr Uber mathe.delta 13 und unsere Mathematisch-naturwissenschaftliche
Formelsammlung — Bayern erfahren mochten, kontaktieren Sie uns!
Wir beraten Sie gern.

Ihr Schulberatungsteam flir Bayern

5
« N

Dr. Katrin Brogl Annette Goldscheider Kilian Jacob
Mobil: 0178 6012379 Mobil: 0171 6012371 Mobil: 0171 6012375

E-Mail: k.brogl@ccbuchner.de E-Mail: goldscheider@ccbuchner.de E-Mail: jacob@ccbuchner.de
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Entdecken Sie die Lehr- und Lernwelt von ...

mathe.delta — Bayern Sek Il

Mathematik fiir das Gymnasium

Herausgegeben von Anne Brendel und Martina Schmidt-Kessel
unter Mitwirkung von Franz Eisentraut

mathe.delta 13

Unser neues Lehrwerk fur die Oberstufe verbindet Bewahrtes mit den
Anforderungen des LehrplanPLUS - stets passgenau und praxisnah
flr einen zeitgemalen Mathematikunterricht. Die Vorbereitung auf das
Abitur ist dabei von Beginn an ein zentrales Element der Konzeption.

el Mehr Infos:
www.ccbuchner.de/bn/63033

digitales Zusatzmaterial auch via
QR- oder Mediencodes direkt in der
Print-Ausgabe kostenfrei verflighar

click &H click &a

Ideal fiir den digitalen Materialaustausch

Die digitale Ausgabe des Schiilerbands click & study
und das digitale Lehrermaterial click & teach bilden
zusammen die ideale digitale Lernumgebung: vielfaltig
im Angebot und einfach in der Bedienung!

Mehr Infos finden Sie auf den Seiten 54 bis 57 und auf
www.click-and-study.de und www.click-and-teach.de.

BBl Demoversion
- .ﬁ:- .
: click &teach 12




Study

Digitale Ays
ab
des SchUlerbgndi

teach

Digitales Lehrermaterial

mathe.delta 13

Vollstandige Vorabfassung digital abrufbar!

Sie wollen sich ein umfangreiches Bild von mathe.delta 13
machen? Nutzen Sie hierzu gerne unser digitales Livebook.
Dieses umfasst eine vollstandige Vorabfassung des
Schulbuchs.

Jetzt =]z =]
blattern! T

Profitieren Sie bei Bestellungen von click & study
im Schulkonto vom 3-fach-Rabatt oder erwerben
Sie bei Einfihrung der Print-Ausgabe die
Print-Plus-Lizenz ab 2,10 € pro Titel und Jahr.

Umfangreiches Begleitmaterial

Passend zum Lehrbuch bieten wir auch
einen darauf abgestimmten
Trainingsband sowie einen
gedruckten Losungsband an.

Das macht mathe.delta 13 so besonders:

» umfangreiches Aufgabenmaterial auf drei gekennzeichneten
Anforderungsniveaus zur gezielten Differenzierung

» effektive Vorbereitung auf Leistungsnachweise und das Abitur

» Aufgaben zur Selbstkontrolle — systematische Uberprifung
des Lernstands durch die Schulerinnen und Schdiler

» mit Medien- und QR-Codes verlinkte GeoGebra-Dateien




Aufbau des Lehrwerks

Der Kapitelaufbau in mathe.delta 13

Alle Kapitel haben dieselbe Struktur und sind aus denselben Gliederungseinheiten aufgebaut.

Startklar und Einstieg Unterkapitel
= Basiskompetenzen zu Beginn sichern = klar strukturiert unterrichten
= Grundwissen liber Mediencode abrufbar = passende GeoGebra-Dateien

= Ldsungenim Anhang
= Ausblicke auf neue Kompetenzen eréffnen

ey

3/ 31 Geraden in vektorieller Darstellung

O +1-(08-0Rl A B

e A(2131-8) und B(-1141-6) legen

Trainingsrunde ... differenziert
= individuell parallel differenzieren Trainingsrunde ... kreuz und quer
= fordern, ergdnzen, vertiefen




Aufbau des Lehrwerks

Alles im Blick

Grundwi des Kapitel
= Aufgaben: iben, anwenden = Lrundwissen des Rapitels

und vernetzen lassen Ty

Geraden nd Ebenenim Raum

vektoren Viefche voneiander”

Fa et s QTN

erer Geradenpunke
[ 5 o
anoond-(3) waeand- () o waani(3)
0 -2 &

718 st e
RIS, Bl b A o1, o213
& AGs1-2, B0 a Al 21-0

ZEI
a0 AQI411) gt autgund st par
B 511312 e

Auf dem Weg zum Abitur
Am Ziel = Aufgaben zur Vorbereitung auf das Abitur

. = Lésungen liber Mediencodes
= Kompetenzzuwachs sichern

= | dsungenim Anhang (R s 4




Aufbau des Lehrwerks

Mit mathe.delta 13 kompetent unterrichten — Konzeption des Lehrwerks

Erlauterungen der im Buch verwendeten Symbole

Symbol

Grundwissen

Historische Ecke

Abituraufgabe

\ Vertiefung

Erlauterung

Mit dem angegebenen Medien- bzw. QR-Code auf jeder Startklar-
Seite kann das fiir das jeweilige Kapitel vorausgesetzte und in der
Tabelle aufgefiihrte Vorwissen abgerufen und auch fiir die Bear-
beitung der Aufgaben auf dieser Seite genutzt werden.

Mit dem angegebenen Medien- bzw. QR-Code auf jeder Kapitel-
Auftaktseite konnen historische Informationen zu Mathematike-
rinnen und Mathematikern, deren Arbeiten einen Bezug zum je-
weiligen Kapitel haben, abgerufen werden. Damit erhalten die
Schiilerinnen und Schiiler Einblicke in kulturelle Leistungen, die
Grundlage fiir zahlreiche Fortschritte in unterschiedlichen Wissen-
schaften und Anwendungsbereichen waren.

Aufgaben, die sich besonders gut fiir Partner- oder Gruppenarbeit
eignen. Dennoch belassen auch diese Aufgabenstellungen der
Lehrkraft die Moglichkeit, frei tiber die methodischen Vorgehens-
weisen zu entscheiden und auch solche Aufgaben z.B. als Haus-
aufgaben zu stellen.

Aufgaben, die sich in besonderer Weise auch fiir die Bearbeitung
mit einem Computerprogramm, z. B. einem Tabellenkalkulations-
programm, einer dynamischen Geometriesoftware (DGS) bzw.
einer dynamischen Mathematiksoftware (DMS) eignen. Uber die
Art und den Einsatz der Software entscheidet die Lehrkraft.

Zu Beispielen und Aufgaben mit dieser GeoGebra-Kennzeichnung
stehen unter dem Mediencode 63033-99 bzw. unter dem QR-
Code GeoGebra-Dateien zum Download bereit.

Aufgaben, die ohne Taschenrechner bearbeitet werden sollen.
Ihre Einbeziehung bereits in den laufenden Unterricht dient dem
kontinuierlichen Training der Rechenfertigkeiten im Hinblick auf
eine nachhaltige Vorbereitung auf die Anforderungen im hilfsmit-
telfreien Teil der Abiturpriifung.

Bei den so gekennzeichneten Aufgaben handelt es sich um Origi-
nal-Abituraufgaben oder um Teile solcher Aufgaben. Ihre Einbe-
ziehung bereits in den laufenden Unterricht stellt eine fundierte
und nachhaltige Vorbereitung auf die Anforderungen in der Abi-
turpriifung — schriftlich oder miindlich - sicher.

Der Ursprung dieser Aufgaben wird im Quellenverzeichnis auf
Seite 178 angegeben.

Die blauen Késten bieten ihrer jeweiligen Kennzeichnung
entsprechend weitere zum jeweiligen Unterkapitel passende In-
halte.
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B

Grundwissen Aufgabe Ich kann schon ...

1,2 ... Flachenberechnungen durchfiihren.

2 ... Berechnungen an Kérpern vornehmen.

3 ... Stammfunktionen rechnerisch und grafisch ermitteln.

4 ... Methoden der Differentialrechnung in Sachkontexten anwenden.

/n Die Querschnittsflache eines Hochwasserdamm:s ist ein Trapez. <
a) Begriinden Sie anschaulich, warum der Fldacheninhalt unabhangig von
den Seitenldngen d und b ist. d h b

b) Berechnen Sie das Volumen des auf 1 km Lénge verbauten Materials
(@=10m,c=3m,h=5m).

a Gegeben sind die folgenden Korper.
1 2 3

a) Begriinden Sie, welche dieser Korper durch Rotation einer Flache um eine Achse entstehen. Geben Sie die Lage
der méglichen Drehachse(n) und die Form der Flache an.

b) Geben Sie jeweils eine Formel zur Berechnung des Volumens des Kérpers an.

¢) Beschreiben Sie die Oberflichen der Kérper 2 und 3 und berechnen Sie deren Inhalt fiir r = 2 und h = 4.

Die Abbildung zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion f'einer Funk- W
tion f. Entscheiden Sie jeweils begriindet, ob die Aussage wahr oder Gy 3+ ‘
falsch ist. 51
a) Ander Stelle x = 4 hat der Graph von f ein lokales Minimum.
b) Die mittlere Anderungsrate von f'im Intervall [-3; 0] betrigt etwa —1,7. T
¢) Der Graph von f verlauft durch den Ursprung. } —— >
d) Der Graph von f besitzt keinen Terrassenpunkt. - _1_1 1 13 A\

n Das Profil der Schanze einer BMX-Bahn kann durch die Funktion f:x —> —=2-x3 + %xz -3x+7, Df=1[0;7],
modelliert werden (x: horizontale Entfernung vom Startpunkt; alle GroBen in Metern).
a) Bestimmen Sie einen Term der ersten Ableitung und geben Sie die anschauliche
Bedeutung von f'(0) im Sachzusammenhang an.

b) Bestdtigen Sie durch Rechnung, dass f'(0) - f'(7) < 0 gilt, und deuten Sie das
Ergebnis im Sachzusammenhang.

¢) Berechnen Sie (auf Zentimeter genau), um wie viel tiefer der tiefste Punkt
gegeniiber dem Startpunkt (bei x = 0) liegt, und beschreiben Sie Ihr Vorgehen.

d) Skizzieren Sie den Graphen G;von f und ergénzen Sie den Verlauf des Graphen
der Stammfunktion F von f, die durch den Ursprung geht. Begriinden Sie Ihr Vor-
gehen und kontrollieren Sie Ihre Ergebnisse mithilfe einer DMS.




Kapitel 1: Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Flacheninhalt und bestimmtes
Integral

Einstieg

= Beschreiben Sie, wie der Flacheninhalt der hier sichtbaren Fensterfront mithilfe der rechteckigen
Scheiben abgeschatzt werden kann.
Hinweis: Der in vielen Scheiben vorhandene Quersteg soll nicht beriicksichtigt werden, so dass alle
vollstandigen Rechtecke die gleichen MaRe haben.

= Einige Scheiben sind keine vollstdndigen Rechtecke (z. B. am oberen Rand). Begriinden Sie, wie sich
der berechnete Flacheninhalt zum tatsachlichen verhdlt, wenn diese Scheiben nicht bzw. als ganze
Rechtecke berticksichtigt werden.

= Entwickeln Sie eine Strategie, wie die Abweichung des nach dieser Methode abgeschétzten
Fldcheninhalts vom tatséchlichen verringert werden kann.

Ausblick Historische Ecke

Dieses Kapitel ist der Integralrechnung gewidmet, einer mathematischen Methode, die in
verschiedenen Anwendungen eine groBe Rolle spielt, z. B. bei der Flichenberechnung und -' : @
bei der Rekonstruktion eines Bestands aus der momentanen Anderungsrate. [l

Mediencode 63033-02
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1.1 Das bestimmte Integral

Die Ab?ildung zeigt den zeitlichen Verlauf der momen- Jo OmERTaNE Anderungsrate in m’/h
tanen Anderungsrate des Wasservolumens in einem
Becken, das einen Zufluss und einen Abfluss besitzt. T i
= Interpretieren Sie den Verlauf des Graphen im Sach- 1= é é fl é é iy
zusammenhang und geben Sie dabei begriindet an, =10
wann der Behalter den héchsten Fiillstand erreicht. _20+

= Bestimmen Sie die Anderung der Wassermenge
naherungsweise in den ersten 4,5 Stunden und beschreiben Sie lhr Vorgehen.

= Erldutern Sie die Bedeutung der markierten Flache im Sachkontext.

Ist f die momentane Anderungsrate einer GréRe, so beschreibt die Flache zwischen dem Gra-
phen von f und der x-Achse im Intervall [a; b] die Gesamtanderung dieser GroRe in [a; b].

Ist f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion, dann beschreibt das bestimmte Integral

b
fhei3t Integranden- If(x) dx die Flachenbilanz der vom Graphen von f und der x-Achse im Intervall [a; b]
funktion, x ist die Integ- a . .
rationsvariable. begrenzten Flache. Ist im Intervall [a; b] ...
aist die untere und b f(x) = 0, so gilt: f(x) < 0, sogilt: Xo eine Nullstelle mit Vorzeichen-
die obere Grenze des b b .

wechsel, so gilt:

Integrals [foadx >0 [fodx <0 9

a a >0, wenn A; > A,

b
[f(x)dxq =0, wenn A; = A,
: <0, wenn A; < A,

Gfa b

Gt

ab X

Eigenschaften des bestimmten Integrals:

a C b b
[f)dx =0 [f(x)dx+ [f(x)dx = [f(x)dx (Intervalladditivitat)

Modelliert die Funktion f im Intervall [a; b] die momentane AndeLungsrate eines Bestands B,

so lasst sich der Bestand B (b) mithilfe des Terms B(b) = B(a) + jf(x) dx beschreiben;
B (a) ist der Anfangsbestand. @

Beispiele
<2 | I. Erldutern Sie mlthllfe der Abblldung in einem geeigneten Sachkontext, dass fiir die stetige
G; Funktionf 1 If )dx >0 2 lf(x)dx < 0 gilt.
Losung:

Beschreibt die Funktion f die momentane Anderungsrate von Wasser in einem Becken (in
m3/h), so lauft 1 fiir f(x) > 0 Wasser in das Becken hineinund 2 fiir f(x) < 0 Wasser
aus dem Becken heraus. Die Gesamtdanderung des Wassers im Becken ist daher 1 positiv
2 negativ. Gleiches gilt fiir das bestimmte Integral auf dem jeweils betrachteten Intervall.

10



Kapitel 1: Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Il. Ein Fahrzeug fahrt 10 s lang mit der konstanten Geschwindigkeit 5 m/s und beschleunigt

. Mithilfe eines Brenners kann man erreichen, dass ein Heif3-

dann gleichmaBig innerhalb von 20 s auf 15 m/s. Veranschaulichen Sie die Strecke, die das
Fahrzeug innerhalb dieses Zeitraums zuriickgelegt hat, grafisch und berechnen Sie diese.

Lésung: Avinm/s
a) 1 Markieren Sie die Flache zwischen dem Graphen Strategiewissen

und der t-Achse im Intervall [0; 20]. 10T Elementargeometrische

I o Bestimmung von Inte-
2 Zerlegen Sie sie in bekannte Teilflichen und 5 1 Y gralen
1 2
berechnen Sie damit den Wert des Integrals. ' J >
5 10 15 20 tins

j V(O dt = Aj+A; = 5-10+2512.10 = 150 [m]
0

. Zeichnen Sie jeweils den Graphen G; der in R definierten Funktion f: x — f(x) und
3

bestimmen Sie anhand von G¢ ndherungsweise das Integral j f(x) dx.
21

a) fx) = 2(x=1)(x=3)- e 05x-1? b) f(x) = 0,25(x + 1)2(1-0,2x)

Losung:
a) 1 Zerlegen Sie das Integrationsintervall Ly Strategiewissen
[-1; 3] in vier gleich groB3e Intervalle. ﬁi_ Néherungsweise

2 Ndhern Sie in jedem Teilintervall die Fla-
che zwischen G¢ und der x-Achse durch 2=
ein Rechteck mit der Breite 1 an. Nutzen
Sie z.B. den Funktionswert in der Inter-
vallmitte als Héhe. 3 o 1

3 Addieren Sie die Inhalte der Rechtecks-
flachen oberhalb der x-Achse und subtra-
hieren Sie jene unterhalb der x-Achse:

If )dx = 1-f(-0,5)+1-f(0,5)-1-f(1,5-1-f(25) = 3,4+22-13-05=338

o
<Y

b) Nahern Sie das Integral durch eine elementargeome-
trische Fldche an und berechnen Sie deren Inhalt:
3

Jfoodx~1-4.13) = 2-16 =32
4

luftballon steigt oder sinkt. Ein Ballon befindet sich auf 250 m Hohe, die Abbildung zeigt

den Verlauf der Steig- bzw. Sinkgeschwindigkeit v in der ndchsten halben Minute der Fahrt.

Bestimmen Sie die Hohe h, auf der sich der Ballon nach einer halben Minute befindet, und
interpretieren Sie das Ergebnis im Sachkontext.

Bestimmung von Inte-
gralen (zwei Arten)

A V(t) inm/s
L6ésung: 31
Berechnen Sie kc)ien Wert des Terms mithilfe der Formel R Strategiewissen
_ . Bestimmen eines
B(b) = B(a +Jf x) dx: T Bestands aus der
. : »> And
h(30) = h(0 j tdt=h()+1:10-3-1.20.15 N b
=1+
=h(0 )+15—15 = h(0) = 250 [m]

Der Ballon befindet sich zum Zeitpunkt 30 s auf derselben 30

Hohe wie zu Beginn des Beobachtungszeitraums, da das Integral I v(t)dt = 0 ist.
0

11
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1 1.1 Das bestimmte Integral

Nachgefragt

a
= Geben Sie begriindet den Wert des Integrals I f(x)dx; a € R*, an, wenn der Graph der
stetigen Funktion fbpunktsymmetrisch bezi]gl_ita:h des Koordinatenursprungs ist.
= Erldutern Sie, dass Jf(t) dt im Allgemeinen nicht den Bestand zum Zeitpunkt b angibt,

a o
wenn f die zugehdrige momentane Anderungsrate ist.

Aufgaben n Veranschaulichen Sie jeweils das Integral grafisch und berechnen Sie seinen Wert.
3 2

4 -1
a 2x+ 1) dx b 5-0,5x) dx c) [3dx d 2+ 1x]dx
/ ) Jex+ ) | 5-05% ) | ) J 243
a Driicken Sie jeweils den Inhalt des getdnten Flachenstiicks durch ein Integral aus.
a) A , by 4 9] y
1=225-x f(x)=2-x 4+ f(X)=147xzxz
3__
Gy
Gy 27
X — .
-2 12X

B Die Abbildung zeigt den Graphen G¢ der in ganz R definierten Funktion f. Er ist punktsym-
metrisch beziiglich des Koordinatenursprungs. Geben Sie jeweils an, ob der Wert des Inte-
grals kleiner als null, gleich null oder gréBer als null ist.

1 1
a) | f()dx b) | f(x)dx o [feodx  d) [feodx -15<a< -1

21 21 -15 a

u Die Abbildung zeigt den Graphen einer 4
17

G
Funktion f. Ermitteln Sie J f(x)dx und 2 ! \
0
beschreiben Sie Ihr Vorgehen. A s s s e
2 4 6 8 10 12 16
B e

B Zeichnen Sie den Graphen der Funktion
f:x— 1-x2 Df = R, mithilfe einer DMS und begriinden Sie, dass...

1 2
a) If(x) dx < If(x) dx gilt.
a
b) gs einen Wgrt a > 1 gibt, so dass If(x) dx = 0 qilt.
0

v (t) inkm/h

[ Der Fahrtenschreiber eines Lkw zeichnet 100
die Geschwindigkeit auf. Bestimmen Sie
ndherungsweise die Strecke, die der Lkw in 50
den ersten 8 Minuten seiner Fahrt
zurlickgelegt hat, und erldutern Sie lhr Ly
Vorgehen. 051

e

tin min

12



Kapitel 1: Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Flacheninhalt und bestimmtes Integral

/. Geben Sie jeweils begrundet an, ob die Aussage wahr oder falsch ist.
4
a) Ide—8 b)J' 2dx =8 19} Jsmxdx—O d) [0dx=6
2

)
el B In den Diagrammen ist jeweils die momentane Anderungsrate f einer GroRe dargestellt.
5
Berechnen Sie den Wert des Integrals jf(t) dt und interpretieren Sie das Ergebnis in einem

0
geeigneten Sachkontext. Prisentieren Sie lhre Uberlegungen in einer Kleingruppe.

a) b) (4]
Ay y by
4+ 4+ — 4
G
3+ 3 3+
Gt
2 2T G 21
S T+ T
| | | Zeit (|n m|| n) | | Zeit|(in mlin) . . Zeitl(in min)
2 3 a5 11 3 b o5 12N3 45
-1 -17 -1

ﬂ Gegeben ist die in R definierte Funktion f: x —> (1 - x2) e™*. Zeichnen Sie den Graphen
von f z. B. mithilfe einer DMS und ermitteln Sie anhand des Graphen einen Naherungswert

4
fiir das Integral | f(x) dx.
2

m Ein ICE beschleunigt auf einem V|erm|nut|gen Abschnitt seiner Fahrt von 150 km/h auf
270 km/h. Die Funktion f: x+— - 145 425x + 150 modelliert die Geschwindigkeit in
km/h (x: Zeit in Minuten) wéhrend der Beschleunigung. Zeichnen Sie den Graphen von f
ggf. mithilfe einer DMS und bestimmen Sie ndherungsweise die Lénge der Strecke, die der
Zug innerhalb des betrachteten Zeitraums zuriicklegt.

b
m Geben Sie jeweils drei verschiedene Intervalle [a; b] an, so dass jf(x) dx = 8 gilt.
a

a) Y b) Y
4 4
Gy
2 Gt 2 ,_Ii
' 310 12

l 2 4 6 8 10 12 % [ 2 4 ¢l

v

Lo m Ordnen Sie die Integrale anhand des abgebildeten Graphen der Funktion f der Gro3e nach.
Diskutieren Sie Ihr Ergebnis in einer Kleingruppe.

b C d
= [f(x)dx I, = [f(x)dx I, = [f(x)dx
e e f
I, = [f()dx I, = [f(0dx I = [f(x)dx

13
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1 1.1 Das bestimmte Integral

m Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (5;;;2, D¢ = R\{-2}; ihr Graph ist G;.

a) Geben Sie die Nullstellen von f sowie Gleichungen aller Asymptoten von Gsan.
b) Zeichnen Sie den Graphen von f mithilfe einer DMS und bestimmen Sie ndherungs-

1
weise den Wert des Integrals J f(x) dx.
|

AHohendnderung (in m/s)

m Der Graph zeigt die momentane 10
Anderung der Flughéhe eines
Flugzeugs (in m/s).

a) Beschreiben Sie die vertikale
Bewegung des Flugzeugs in 4+
den einzelnen Zeitabschnit-

8t |a,
6__

2__
ten. | | 1 | | | | ZIeit (Inl minl
b) Deuten Sie das Integral > 4 6 o b 1416 18 20
5 -2+
[f(t) dt im Sachkontext.
0 S —
@ Fir 4 < x < 20 beschreibt die Funktion p mit p (x) = ﬁ modellhaft die zeit-

liche Entwicklung der Leistung einer Photovoltaikanlage auf einem Hausdach an einem

bestimmten Tag. Dabei ist x die seit Mitternacht vergangene Zeit in Stunden und p (x) die

Leistung in kW (Kilowatt).

a) Zeichnen Sie den Graphen G, von p mithilfe einer DMS. Beschreiben Sie, wie G, aus
dem Graphen der in R definierten Funktion h: x — X25+ 2 schrittweise hervorgeht,

und begriinden Sie damit, dass G, beziiglich der Geraden mit der Gleichung
x = 12 symmetrisch ist.

b) Die von der Anlage produzierte elektrische Energie wird vollstandig in das Strom-
netz eingespeist. Der Hauseigentiimer erhélt dafiir eine Vergiitung von 10 Cent pro
Kilowattstunde (kWh). Die in [4; 20] definierte Funktion x — E(x) gibt die elektrische
Energie in kWh an, die die Anlage am betrachteten Tag von 4.00 Uhr bis x Stunden
nach Mitternacht in das Stromnetz einspeist. Es gilt E'(x) = p(x) fiir x e [4; 20].
Bestimmen Sie mithilfe von G, einen Naherungswert firr die Vergiitung, die man fir
die von 10.00 Uhr bis 14.00 Uhr eingespeiste elektrische Energie erhilt.

Im Gegensatz zu einem Auto mit Verbrennungs- ABeschleunigung in m/s?

) . 21—
motor kann ein Elektroauto mit konstanter Fins
Beschleunlgun.g an.fahren. Im g.ezelchneten T 314 13 ol
t-a-Diagramm ist die Beschleunigung und S

Verzdgerung (negative Beschleunigung) einer kurzen Fahrt zu sehen.

a) Ermitteln Sie mithilfe der Abbildung jeweils den Wert des Integrals.
5 15

8
1 fa(dt 2 [adt 3 [a(mdt
0 5 8

b) Zeichnen Sie mithilfe der Ergebnisse aus Teilaufgabe a) das t-v-Diagramm dieser
Bewegung fiir den Fall, dass das Fahrzeug zu Beginn in Ruhe ist.

¢) Beschreiben Sie die sich ergebenden Veranderungen im Graphen aus Teilaufgabe b),
wenn das Fahrzeug zu Beginn eine Geschwindigkeit von 5 m/s hat.

14



Kapitel 1: Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Ein Pumpspeicherkraftwerk liegt zwischen zwei verschieden momentane Zuflussrate (in m?/s)
hoch gelegenen Seen. In Zeitraumen erhéhten Strombedarfs 150
flieBt Wasser vom oberen See durch die Turbinen nach unten
und es wird Strom erzeugt. Wird wenig Energie benétigt, arbei- 100
tet das Kraftwerk als Pumpstation und das Wasser wird vom ko
unteren See wieder nach oben gepumpt.
Der blaue Graph zeigt die momentane Zu- bzw. Abflussrate (in LNy zeitlinh)
m?3/s) von Wasser im oberen See innerhalb von 12 Stunden. 1 23456 >\8_T 101 12
a) Geben Sie an, wann das meiste Wasser durch die Turbinen =50
flieRt. =
b) Begriinden Sie, zu welchem Zeitpunkt sich das meiste Was- -100

ser im oberen See befindet und warum mit den bisherigen
Angaben die absolute Wassermenge im See nicht ermittelt werden kann.

¢) Skizzieren Sie den Graphen fiir die Wassermenge im oberen See, wenn dieser zu
Beginn leer war.

d) Bearbeiten Sie die Teilaufgaben a) bis c) erneut. Beriicksichtigen Sie dabei, dass der
obere See einen zusdtzlichen Wasserzufluss durch Regen erhdlt (griiner Graph der
Abbildung). Erldutern Sie Ihr Vorgehen.

\\ Vertiefung J

Das Riemann-Integral | €

Integrale lassen sich ndherungsweise auch mithilfe von Rechtecken 1wy
(,Streifen”) bestimmen. ol
Die Abbildung6zeigt den Graphen der Funktion f: x — %xz, Df=R.
6__
Esgilt 13,5 < [f(x)dx < 21,5, denn es gilt:
2 4+
1 ,Untersumme” sgq, = 1-[f(2) +(3) +f(4) +f(5)]
= 14225444625 =135 e,
SN
2 ,Obersumme” Sy, = 1-[f(3) +f(4) +f(5) +f(6)] 2 4 6X
=225+4+625+9 =215 Bernhard Riemann

(1826 -1866)

" Erléutern Sie anhand der Abbildung das Vorgehen, um einen Naherungswert fiir das
Integral J'1 x2dx zu erhalten, sowie die Begriffe ,Untersumme” und,,Obersumme
L] Ermltteln Sie auf dieselbe Weise einen Naherungswert fiir das Integral Ix3 dx.

Wenn man die Anzahl der Abschnitte immer weiter erhoht und y
damit deren Breite verkleinert, nahert sich die Obersumme bzw. die 10
Untersumme immer besser dem Wert des Integrals an. 8-+
Nach dem Mathematiker Bernhard Riemann wird eine Funktion
+Riemann-integrierbar” iber einem Intervall [a; b] ihres Definitions-
bereichs genannt, wenn die Ober- bzw. die Untersumme fiir eine
immer feiner werdende Unterteilung des Intervalls [a; b] gegen 2T
einen gemeinsamen Grenzwert kobnvergieren. Dieser Grenzwert L »

heiBt dann das Riemann-Integral If(x) dx.
a

15
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1.2 Die Integralfunktion

[ e / 0
A 300

In einer Prognose wird die lokale zeitliche Anderungsrate f b
der Bevdlkerung einer Stadt (in Personen/Jahr) fiir die ndchs- 100 i Jahian

ten 12 Jahre durch den abgebildeten Graphen modelliert. L1do 2 4 N6 8 10 12

= Bestimmen Sie ndherungsweise die prognostizierte Ande-
rung der Bevolkerung in verschbiedenen Zeitintervallen.

= |nterpretieren Sie das Integral If(t) dt, 0 < b < 12, beiVeranderung der Werte von b

0
1 grafisch 2 im Sachkontext und diskutieren Sie Ihre Ergebnisse in einer Kleingruppe.

Fixiert man bei einem Integral die untere Integrationsgrenze und variiert die obere Integra-
tionsgrenze, so erhdlt man eine neue Funktion, deren Variable die obere Integrationsgrenze ist.

Ist die Funktion f stetig in einem Intervall I der Definitionsmenge und a € I, dann heif3t
die Funktion F, mit

Fa(x) = [f(t)dt, De, =1,

die jedem Wert von x e I den Wert des Integrals zuordnet, Integralfunktion von f mit der
unteren Integrationsgrenze a.

a
Es gilt: F,(a) = [f(t)dt = O fiiralle a e Dy.
a

Beispiele
I. Gegeben sind die Funktion f: x'—>2——x sowie die Integralfunktion F_;:x+— _[f
Df=Df, =R

a) Bestimmen Sie die Werte F_; (2) sowie F_; (5).
b) Erldutern Sie die Bedeutung der Integralfunktion F_;.
¢) Begriinden Sie, dass F_; (x) < 0 fiir x < -1 gilt.

Losung:
Strategiewissen a) 1 Setzen Sie den gegebenen x-Wert als obere Integrationsgrenze und den Term von f
Berechnen von Funk- als Integrandenfunktion ein:

5 5
L@ = [fodt=[(2-1t)dt F.1(5) = [fodt= [ (2-1t)dt
1 -1 -1

-1

tionswerten einer Inte-
gralfunktion

2 Bestlmmer(1 Sl)e dfe(g Wert des Integrals mit elementargeometrischen Uberlegungen:
+ 21 1 1.1 4 _
F_,2) = f3—7 F_1(5)—22,55 77777 1=
b) DerWert der Integralfunktion an einer Stelle x beschreibt die Flachenbilanz der Flache,
die von der t-Achse und dem Graphen G¢im Intervall [-1; X] eingeschlossen wird.

c) Aufgrund der Eigenschaften des bestimmten Integrals gilt F_; I f(t)dt = 0.

Hinweis: F_; (2) ist der

Inhalt des blaw schraffier- Andererseits gilt wegen der Intervalladditivitit Jf t)dt = If dt+Jf t)dt, also

ten Trapezes. Foox) =- If t)dt. Dafiir x < -1 die Funktlonswerte von flm Intervall [x; - 1] positiv

X

smdnst[f t)dt > 0 und damit F_, ——jf t)dt < 0.

16



Kapitel 1: Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Il. Gegeben sind die Funktion f mit f: x+— 0,3 (x - 3) (x — 6) sowie die Integralfunktion F, mit
Fr(x) = [f(t)dt (D; = D¢, = R).
1

a) Zeichnen Sie die Graphen von f und F, in einer DMS.

b) Begriinden Sie mithilfe der Graphen aus Teilaufgabe a), dass die Funktion F, an der Stel-
le 3 ein lokales Maximum besitzt.

Losung:
a) 1 Zeichnen Sie den Graphen von fin einer DMS. Markieren Sie einen Punkt A auf der Strategiewissen
x-Achse und beschriften ihn mit,xp". Zeichnen des Graphen
2 Berechnen Sie das bestimmte Integral jf(t) dt: Nutzen Sie dafiir z. B. den Befehl der Integralfunktion

1 mithilfe einer DMS
Integral(...) durch Eingabe von I = Integral(f, 1, x (A)).

3 Zeichnen Sie den Punkt P=(x(A), |) ein: Die y-Koordinate von P stellt den Funktions-
wert der Integralfunktion an der gewahlten Stelle x, dar.
4 Lassen Sie die Spur von P zeichnen, wahrend Sie A auf der x-Achse bewegen.

Funktion

@ f(x)=0.3 (x—3)(x-6)
Punkt

@®A=(2.04,0)

@ P =(2.04,2.09)
Strecke

@®h=2.09
Zahl

@®=2.09

b) Fiir x < 3 ist f(x) positiv, d. h. die Funktionswerte F; (x) = Jf(t)dt nehmen fiir x < 3 mit

1
wachsendem x zu. Fiir 3 < x < 6 ist f(x) negativ, d. h. die Funktionswerte

X
Fi(x) = If(t) dt nehmen fiir 3 < x < 6 mit wachsendem x ab. Daher besitzt die Funk-
1

tion F, an der Stelle 3 ein lokales Maximum.

. Die in Ry definierte Funktion f beschreibt die momentane Anderungsrate von Wasser in
einem Behdlter (in £/h), der zu Beobachtungsbeginn (t = 0; Zeit in h) die Wassermenge

t
V(0) enthielt. Interpretieren Sie den Term V (t) = V(0) + If(x) dx im Sachkontext.
0

Losung:
t
Das Integral jf(x) dx beschreibt die Gesamtdanderung der Wassermenge im Behalter (in £)

0
im Zeitintervall [0; t]. Enthalt der Behalter zu Beginn die Wassermenge V (0), so stellt der
Term V (t) die zum Zeitpunkt t vorhandene Wassermenge (in £) im Behalter dar.

" . . . . . Nachgefragt
= Begriinden oder widerlegen Sie: Jede Integralfunktion hat mindestens eine Nullstelle.

= Begriinden oder widerlegen Sie: An Stellen, an denen f zunehmend ist, ist auch jede Inte-
gralfunktion von f zunehmend.

17
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1 1.2 Die Integralfunktion

L J

Aufgaben n Gegeben ist die Funktion f: x — f(x). Zeichnen Sie den Graphen von f sowie mithilfe

X
einiger Funktionswerte den Graphen der Integralfunktion Fy mit Fy(x) = If(t) dt,
D¢ = Dg, = R. 0
a) fx) =3 b) f(x) = -2 c) f(x):1+%x d) f(x) =2-x

a Zeichnen Sie jeweils die Graphen der Funktion f: x — f(x) und der Integralfunktion F, mit
X

F,(x) = jf(t) dt, D¢ = D¢, = R, mithilfe einer DMS. Geben Sie die Nullstellen der Funktion
2

F, an und interpretieren Sie diese geometrisch.

a) f(x) =3-x b) f(x) = 2x-8 c) f(x) =eX(1-x)
d) f(x) = 4-2x e) f(x) = ﬁ f) f(x) = e*(x?-2x)
g) f(x) = 3x?-6x h) f(x) = eX(x?>+x-3) i) f(x)=%(5x—x2—5)

B Genau eine der Abbildungen A bis C zeigt jeweils den Graphen der Integralfunktion F,
der Funktion f. Geben Sie den passenden Graphen begriindet an und kontrollieren Sie Ihr
Ergebnis mithilfe einer DMS.

a) Ay A Ay B

|
N
I
—
-1
N4
<y
|
N
|
—
N4
<y
|
N
I
-
—_
N -
<y
|
N
I
—
—_
N4
<y

u Der momentane SchadstoffausstoB einer Betriebsanlage (in g/h) lasst sich durch die Funk-
tion f:x— %’ D¢ = RE, modellhaft beschreiben (x: Zeit in h). Zeichnen Sie den

- Graphen von f sowie den Graphen der in Ry definierten Integralfunktion
Fo:x— jf(t) dt mithilfe einer DMS. Geben Sie Zusammenhédnge zwischen den beiden

0
Graphen an und interpretieren Sie diese im Sachkontext. Prasentieren Sie Ihre Ergebnisse
in einer Kleingruppe.

18
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

E

Abituraufgabe

Die Abbildung zeigt den Graphen G einer
in [0,8; +oo[ definierten Funktion f. Betrach-
tet wird zudem die in [0,8; +oo[ definierte 1

x i
Integralfunktion J:x — [ f(t)dt.

2
Begriinden Sie mithilfe der Abbildung, dass
J(1) = =1 qilt, und geben Sie einen Ndhe-
rungswert flir den Funktionswert J (4,5) an.
Skizzieren Sie den Graphen von J in Ihren Unterlagen.

Die Abbildung zeigt eine nach unten gedffnete A
Parabel, die zu einer Funktion f mit Definitionsbe-
reich R gehdrt. Der Scheitel der Parabel hat die

x-Koordinate 3. Betrachtet wird die in R definierte AR

X
Integralfunktion F:x— [f(t)dt.

Abituraufgabe

0
Geben Sie die Anzahl der Nullstellen von F an und
begriinden Sie dies ohne Rechnung.

Die Abbildung zeigt den Graphen G einer in R definier-
ten Funktion f. Fir jedes a € R wird die Integralfunktion

X
Famit F,(x) = [f(t)dt betrachtet.

Begriinden Sie iam Folgenden Ihre Antworten jeweils mit-

hilfe der Abbildung.

a) Geben Sie Lage und Art der Extremstellen von Fj an.

b) Begriinden Sie, dass Fy(x) < 0 in ganz R gilt.

¢) Begriinden oder widerlegen Sie: Es gilt F,(x) < 0 in ganz R fiir jeden Wert von a.

d) Begriinden Sie: Die x-Werte und die Art der Extremstellen von F, stimmen mit denen
von F, Uiberein. Geben Sie an, wie sich die y-Werte dieser Stellen dndern, und welche
Rolle dabei der Wert F(2) spielt.

e) Skizzieren Sie ndherungsweise den Graphen von Fy,.

4+

Die momentane Anderungsrate der Wassermenge in einem Becken (in £/min) wird durch
die abschnittsweise definierte Funktion f mit
Jtfir 0 < t <12

f(t) = 6fir12< t <30 modelliert.

-2 fir t =30 t
a) Zeichnen Sie den Graphen von f sowie den der Integralfunktion F(t) = jf(x) dx

mithilfe einer DMS und interpretieren Sie die Verlaufe im Sachkontext. °

b) Begriinden Sie, dass der Wert der Funktion F im Allgemeinen nicht dem Wasservolu-
men im Becken zum Zeitpunkt t entspricht. Ermitteln Sie den Beckeninhalt zur Zeit
t = 0, wenn gilt: F(15) = 54.

¢) Ermitteln Sie anhand von Gs einen Zeitpunkt, zu dem das Becken wieder dieselbe
Menge an Wasser enthdlt wie zu Beginn.
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1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1
_
L Entdecken 4

Die momentane Anderungsrate der Wassermenge in einem Stausee kann durch die Funk-
tion f(t) = %(10—0,2t)—5 modelliert werden (0 < t < 50 in h, f(t) in 1000 ™~ )

t
= Zeichnen Sie die Graphen der Funktion f sowie der Integralfunktion F(t) jf
mithilfe einer DMS. 0

= Diskutieren Sie Zusammenhdnge zwischen den beiden Graphen in einer Kleingruppe
und begriinden Sie diese grafisch und im Sachkontext.

= Geben Sie eine integralfreie Darstellung des Terms F (t) an und Giberpriifen Sie diese
mithilfe der DMS.

Integrale lassen sich einfach berechnen, wenn man eine Stammfunktion der Integrandenfunk-

tion kennt.
integrieren Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI):
e
f(x) JiEx)dx Jede Integralfunktion einer stetigen Funktion fist eine Stammfunktion von f.

differenzieren

Aus F,( jf t)dt; a, x e Dy, folgt F,(x) = f(x).

Die Differentiation ist die Die AbIeltung jeder Integralfunktion ist die Integrandenfunktion.
Umkehrung der Integration. b

Mit einer Stammfunktion F von f gilt: If(t) dt = F(b) - F(a).
a

Wichtige Stammfunktionen (c € R):

Das unbestimmte Integral I(f’(x) -ef@)dx = ef® 4 ¢ If(x) dx = In|f(x)]+ ¢
[f(x)dx beschreibt die 1
Menge aller Stammfunktio- [flax+b)dx = S Fax+b)+¢ F() =f(x),a=0
nenvonf.
Begriindungen
I. Begriinden Sie den HDI mithilfe der abgebildeten Graphen der stetigen Funktion f und ihrer
Integralfunktion F, ( jf t) dt.
Losung:
Der Ableltungsterm F,, (x) der Integralfunktion F, ist gegeben durch
Fa(x+h) - Fa(x)
Fi(x) = N
h—> 0
Wegen der Intervalladdltlwtat des bestlmmten Integrals gilt:
Falx+h) - jf t)dt - jf dt_jf t)dt (*)

Im Intervall [x; x+ h] (h > 0) l3sst sich das Integral mithilfe des Minimums m und des Maxi-
mums M d(ﬁr Funktion f abschatzen:
X+

m-h < I f(t)ydt < M-h
Daraus eraibt sich mit (*) und der Division durch h:

Fax+h)-F,(x)
Fir h — 0% gilt m — f(x) und M — f(x) und damit:
) < Jim IR < gy

Der GrerEUbergang fiir h — 0~ fiihrt zum gleichen Ergebnis. Daher gilt: F, (x) = f(x).
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Il. Begriinden Sie, dass _?f(t) dt = F(b) — F(a) gilt; F ist eine beliebige Stammfunktion von f.
Lésung: ’
Die Terme zweier Stammfunktionen von f unterscheiden sich nur um eine additive Konstante
ceR, d.h.esqilt: Tf(t) dt = F(x) + c. Daraus ergibt sich: ¢ = Tf(t) dt - F(x).
a a

a X
Zudem gilt: [f(t)dt = 0, woraus ¢ = —F (a) und damit [f(t)dt = F(x) - F (a) bzw.
a a

b
insbesondere [f(t)dt = F(b) - F (a) folgt.
a

Beispiele
I. Berechnen Sie die bestimmten Integrale.
2 7
a) [(x*-x)dx b) [sinxdx
1 0
Losung:
a) 1 Bestimmen Sie eine Stammfunktion der Integrandenfunktion f. Nutzen Sie daflir die  Strategiewissen
Schreibweise in eckigen Klammern: Berechnen von Integra-
2 2 len mithilfe von Stamm-
2 _ l 3_1 2 'en mithilfe von Stamm
{(X X)dx = [3 XTmoX ] funktionen
2 Setzen Sie zundchst die obere, dann die untere Grenze in die Stammfunktion ein:
2 2
J(xz—x)dx = [lx3 —lxz] =1.3_1.22_ (l- 13-1.92 Beachten Sie die
3 2 2 2 3 2 .
1 1 »Minusklammer”.

8 _H_(A_Nj_2_(1)_5
=372 (3 2)_3 (6 6
T
b) [sinxdx = [-cosx]y = —cosm - (—c0s0) = —(~1) = (-1) = 2
0
Il. a) Begriinden Sie, dass F(x) = ef® derTerm einer Stammfunktion der Funktion
x> f'(x) - e'® ist, wenn f eine differenzierbare Funktion ist und Dy = Ds gilt.
1
b) Berechnen Sie das Integral IZX e dx.
0
Losung:
a) I:Ur die Ableitung von F (x) gilt nach der Kettenregel: F'(x) = ef®.f'(x) = f'(x) - ef®.
b) [2x-e*’dx = [e"z] —el-el=e—1
0 0
lll. Die Abbildung veranschaulicht die Geschwindigkeit v (in m/s) des Wagens einer Achter-
bahn sowie die von ihm zuriickgelegte Strecke s (in m) wahrend 6 Sekunden seiner Fahrt.

a) Geben Sie begriindet an, welcher der beiden Graphen die

Geschwindigkeit modelliert. 6 z)sl—‘
b) Interpretieren Sie die Gleichung s(6) = Jv(t) dt grafisch
und im Sachkontext. 0 6T
Losung: 4+
a) Der Graph G, zeigt nicht die Ableitung der Funktion zu
Gy, da G, an der Extremstelle von G, bei etwa 3 nicht die 76
x-Achse schneidet. Daher gilt: G, ist der Ableitungsgraph Gf | L
und gehort damit zur Funktion v. 2 4 6!

6
b) Das Integral _[v(t) dt beschreibt die Gesamtanderung, also die im Intervall [0; 6] zurlick-

0
gelegte Strecke, d. h. s (6). Grafisch ldsst es sich als Flichenbilanz der von G; und der
t-Achse eingeschlossenen Flache deuten.
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1 1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Nachgefragt

= Formulieren Sie die Umkehrung des Satzes,Jede Integralfunktion ist eine Stammfunkti-
on. und beurteilen Sie seine Richtigkeit.

= Jede Funktion F, die eine Nullstelle besitzt, ist Stammfunktion einer Funktion f.

Aufgaben n Uberpriifen Sie jeweils, ob die Funktion F eine Stammfunktion der Funktion fist.

a) b) () d) e) f)
F(x) %x3 nl1x"” —CosX X5+ x4+ x3 (x+2)e2* In(x2+4)
5x*+4x3
f(x) x2 X" sinx X ;sz * (2x+5)e%* X22:1
9) h) i) )} k)

F (x) sinX — cos X lnx + e2 2x2+4 X _ g 2 -x+xlnx+ln2
f( ) . 1 _4x 2( 2x 72)() 1

X SinX + cosx . i e _e nx

a Berechnen Sie jeweils das bestimmte Integral.

3 4 10 1
Hinweis: siehe Beispiel Il a) I(sz —x)dx b) J(3x -1)dx <) I 4.dx d) I(4X2 + 1) dx
auf Seite 21. 0 0 0
2 1 2 9 2q
e) I(ex+—)dx f) [(5-sinx)dx ) [ -vx)dx h) I(——cosx)
0 X 0 0 0
2 3 1 4 \/— T
i) [3x2eXdx i) j ( 3x2.eX )dx k) [5=dx ) | esin*. cosxdx
0 : 14VX “n
a a) Begriinden Sie, dass F(x) = In|f(x)| der Term einer Stammfunktion der Funktion
f'(x)
X m ist
b) Berechnen Sie jeweils das bestimmte Integral.
2x ‘ sinx 3x? & l
— X
Ix +1dX 2 gcosxdx 3 Jx +8dX !

[}l a) Begriinden Sie, dass %- F(ax + b) der Term einer Stammfunktion der Funktion
x — f(ax + b) ist, wenn F eine Stammfunktion von fund a # 0 ist.
b) Berechnen Sie die bestimmten Integrale.

2 6 1 0
[ sin (2x) dx 2 [edx 3 [eX*3dx 4 [ cos(mtx)dx
0 2 ] 1
/B Die Abbildung zeigt den Graphen einer Funktion f Ay
und einer Stammfunktion F von f. T G,
a) Ordnen Sie die Graphen den beiden Funktionen V4 % é N
begriindet zu. /1 1
b) Berechnen Sie mithilfevon 1 G, <
2 G, niherungsweise den Wert des Terms =27 7
N3

2
If t) dt und beschreiben Sie Ihr Vorgehen.
0
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

a Formen Sie, falls n6tig, die Integrandenfunktion um und berechnen Sie dann den Wert des
Integrals. Beschreiben Sie Ihr Vorgehen.

1 1 1
.. 2 2 2
Beispiel: [xe* ”dx:%.ﬁxex ”dx:l-[e" ”]O:%-(ez—e)
0 0

2
Lo . 0 g2t 2
a) ge dx b) _J1X2+1dx C) Lde d) ‘1[5)(_4dX
r 3 %cosx % 02 e 1
e) £(2x +1)dx f) Oside 9) gde h) lxlnxdx
1 5 1 1
i) [2x+5)3dx j L k) [sin(1-x)dx ) [e> 3dx
) { (2x+5) j) { yerea ) { (1-x) ) {
{ e T x+2¢ 2,3 i
m)_Izeerzdx n) !Xzﬂ_xz)dx 0) _J'Z(;+F)dx p) gnsmxdx
Bestimmen Sie jeweils den Wert von a so, dass eine wahre Aussage entsteht. Parameterwerte zu 7:
2 2 2 300513374
a) 2fx%dx =18 b) [x3dx =20 o [(@x-3x)dx =-12 o8 3
0 1 -2 ’
a 5 a
2_y2)dx = Jdx = L 2y = &=1
d) _Ja(a x2)dx = 36 e) lxzdx—m f) le “dx = &
a a a
g) 2fdx =10 h) J’%dx =1 i) [B3x2-x)dx =56
3 e 0

[} Ordnen Sie die Kartchen, die dasselbe aussagen, einander begriindet zu.

1 F(b)-F(a) 3 ff(x)dx 4 Jc'f(x)dx+Tf(x)dx
5 F(b)-F(a) 7 [P dx
F(a)

Do
~f(a)
b a b
a b a

a

a Die Abbildung zeigt den Graphen einer

Integralfunktion F,vonf, D¢ = D¢, = R.

a) Geben Sie begriindet alle fiir a € R
moglichen Werte an.

b) Ermitteln Sie jeweils anhand der Abbildung néhe-
rungsweise die gesuchte(n) GroBe(n) und erldu-
tern Sie lhr Vorgehen. '
1 f(1)
2 die Nullstelle(n) von f
3 die Extremstelle(n) von f

5
4 [f(x)dx
0
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1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

m Eine Bakterienkultur von zundchst

200 Bakterien wird im Labor drei Wochen

lang beobachtet. Die Funktion

fit> 105t —% beschreibt die Zunahme

der Anzahl der Bakterien pro Tag,

t die Zeit in Tagen.

a) Ermitteln Sie einen Term B (t) fiir die
Anzahl der Bakterien am Tag t nach
Beobachtungsbeginn mithilfe eines
bestimmten Integrals und in integral-
freier Darstellung.

A Anzahl Bakterien
7000+

6000
5000
4000
3000
2000
1000

Zleit iq Tagen

b) Bestimmen Sie die Anzahl an Bakterien nach zwei Wochen.

Die linke Abbildung zeigt den
Graphen Gg einer Funktion g.
Begriinden Sie, dass keiner der
drei Graphen G4, G, bzw. G5 in
der rechten Abbildung Graph

der Integralfunktion G, mit
X

Go(x) = Ig(t)dt(DG0 =Dy =R)
0

sein kann.

Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion

fix— —X;(x - 3), D¢ = R. Sie beschreibt im Intervall [0; 3]
die Geschwindigkeit eines Modellautos auf einer Renn-

X
strecke (f(x) in m/s; x in s). Die Funktion Fq: x +— jf(t) dt,

D¢, = R, istIntegralfunktion von f.

1

a) Berechnen Sie, welche Strecke das Modellauto im Inter-

vall [1; 3] zuriicklegt.

b) Ermitteln Sie, welcher der vier Graphen G, bis G, der
Graph der Funktion F ist, indem Sie bei jedem der drei

1b 15 12 1% f8

!

ibrigen Graphen angeben, warum es sich bei ihm nicht

um Gg, handelt.

by y by
61 (=S 61
5T ; | | 1 54
1 N 2 3
4 G -1 4
3 -2 = 3T
2 =37 2T
T+ -4 T+
: ——t—— -5 . -
-1 123 -1 1
-t -6 -t

24
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

@ Die momentane Anderungsrate eines Bestands B wird durch die Funktion
fit— (t+2)(t-4)(t-11), Df = [0; 12], beschrieben (t: Zeit in Tagen).
a) Ermitteln Sie einen Term B (t), wenn der Anfangsbestand 300 betragt.
b) Berechnen Sie den maximalen und den minimalen Bestandswert innerhalb des
betrachteten Zeitraums und beschreiben Sie lhr Vorgehen.
¢) Ermitteln Sie den Zeitpunkt, zu dem der Bestand am starksten anwachst, und berech-
nen Sie die maximale Zuwachsrate.

m In einem Becken befinden sich zu Beobachtungsbeginn 2000 Liter Wasser. Die Funktion
fit— %t (t-5) gibt fiir die folgenden 6 Stunden die momentane Zuflussrate des Wassers

an (in 1000 £/h). Dabei ist t die seit Beobachtungsbeginn vergangene Zeit (in h).

a) Geben Sie die Nullstellen und die Extremstelle von f an und skizzieren Sie den Graphen
von f.

b) Begriinden Sie, dass die Wassermenge in dem Becken innerhalb der ersten 5 Stunden
nach Beobachtungsbeginn durchgehend zunimmt.

¢) Interpretieren Sie die Gleichung 2 + J’f(t) dt = 7 im Sachkontext.
0

5 Gegeben ist die in R definierte Funktion f:x+— 11% - (2x3 - 43x2 + 248x). Abituraufgabe

a) Geben Sie das Verhalten von f fiir x — —oo sowie flir x — +o0 an und begriinden Sie,
dass der Graph G¢ nicht symmetrisch beziglich des Koordinatenursprungs ist.

b) Zeigen Sie rechnerisch, dass G¢fiir x < 7% rechtsgekriimmt ist. vi

) Esgibt eine Stelle x, € [0; 10], an der die lokale Anderungsrate von 4T
f mit der mittleren Anderungsrate von f im Intervall [0; 10] iiberein-
stimmt. Ermitteln Sie grafisch anhand der Abbildung einen Nahe-
rungswert flr X,.

d) Es gelten folgende Aussagen:
1 Der Punkt H(4|4,32) ist der einzige Hochpunkt von Gy. 1+

2 Firalle ac R gilt: f{71-a| (73] = f[71] -f[71+a)

G

Interpretieren Sie die Aussage 2 in Bezug auf die Symmetrie von G 2 4 6 8 10X
und berechnen Sie ausschlieBlich mithilfe der beiden Aussagen sowie
des Naherungswerts f(7%) = 3,05 die Koordinaten des Tiefpunkts T von G.
e) Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente t an G¢im Punkt (10(f(10)).
f) Ubertragen Sie die Abbildung in lhre Unterlagen (Platzbedarf: 0 < x < 26) und zeich-
nen Sie t fir x = 10 ein.
Zur Beschreibung der Zunahme der Kdrpermasse eines Hundes einer bestimmten Rasse in
den ersten 25 Lebensmonaten wird das folgende Modell betrachtet: Fiir 0 < x < 10 wird
die momentane Anderungsrate der Kérpermasse des Hundes (in Kilogramm pro Monat)
durch die Funktion f und fiir 10 < x < 25 durch die Tangente t modelliert (x: Zeit in
Monaten seit der Geburt des Hundes).

g) Berechnen Sie auf der Grundlage des Modells, wie viele Monate nach der Geburt ein Gehen Sie vereinfachend
Hund der betrachteten Rasse erstmals nicht mehr an Kérpermasse zunimmt. davon aus, dass jeder
h) Begriinden Sie, dass auf der Basis des Modells die Masse in Kilogramm, um die ein Monat 30 Tage hat.

Hund der betrachteten Rasse in den ersten 25 Lebensmonaten insgesamt zunimmt,

10
mit dem Term j f(x)dx + 13,5 berechnet werden kann, und berechnen Sie seinen Wert.
0

25
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1 1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

m Gegeben sind die Funktion f: x — 2x? — x3 und die Integralfunktion I:x — Jf
D; = D¢ = R. Die Abbildung zeigt den Graphen G¢von f.
a) Begrunden Sie die folgenden Eigenschaften der Funktion I bzw. ihres Graphen G;
anhand des Graphen G; oder des Funktionsterms f(x).
1 Fiir jeden Wert von x < 0 ist I(x) < 0.
2 I besitzt genau zwei Nullstellen.
3 Gjbesitzt im Ursprung einen Terrassenpunkt.
ot b) Zeichnen Sie zundchst G¢in lhren Unterlagen und skizzieren Sie dann in dasselbe Koor-
dinatensystem Gy. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mithilfe einer DMS.

<y

Eine Wetterstation misst einen Tag lang die stiindliche Anderung der Lufttemperatur in
der Wiiste Sahara. Der Graph der Funktion T: t— 6 - sin [%(t - 4)], Dt = [0; 24], ent-
spricht in guter Naherung den aufgezeichneten Daten. Die Temperaturdnderung T wird in
°C/h angegeben, tist die Uhrzeit.

a) Entscheiden Sie begriindet und ohne Rechnung, zu welcher Uhrzeit die hochste bzw.
die niedrigste Temperatur herrscht.

b) Berechnen Sie den Tiefst- und den Hochstwert der Temperatur, wenn es um Mitter-
nacht 25°C warm war.

c) Bestimmen Sie rechnerisch die Uhrzeiten, zu denen sich die Temperatur am starksten
andert, sowie die Anderungsraten zu diesen Zeitpunkten.

\ Geschwindigkeit in m/s @ Ein Fallschirmspringer springt aus einem Flugzeug ab. Seine Vertikalgeschwindigkeit v

501 wird in den ersten 40 Sekunden durch die Funktion v:t— ——t2 + 2,5t beschrieben
a04 (t: Zeit in Sekunden; v, (t) in m/s). Die Abbildung zeigt den Graphen von v;.
a) Berechnen Sie, wie viel Hohenmeter der Fallschirmspringer nach 40 Sekunden zuriick-

oT gelegt hat.
20 b) Ab dem Zeitpunkt t = 40 s behalt der Springer seine Geschwindigkeit bei und fallt
101 /. weitere 30 s mit dieser Geschwindigkeit. Berechnen Sie die Hohe, die er in diesem Zeit-

4 IZEIt 'I” f raum verliert.

10 20 30 40 ¢) Nach insgesamt 70 s 6ffnet er seinen Fallschirm. Seine Geschwindigkeit wird jetzt

durch die Funktion v,: t— ;ﬁ(t -190)? beschrieben. Berechnen Sie die Héhe, aus der
er urspriinglich abgesprungen ist, wenn er nach insgesamt 190 s den Boden erreicht.

m Die Preise fiir Solarzellen sinken seit 2013 um etwa 5,5 % pro Jahr. 2013 musste der End-
verbraucher fiir ein Kilowatt Spitzenleistung 2520 € bezahlen.
a) Der Preis (in €) soll mithilfe der Funktion p:t—a- e X (t: Zeit in Jahren seit 2013)
modelliert werden. Ermitteln Sie a und k.
b) Berechnen Sie p’(4) und interpretiere;(r)l Sie das Ergebnis im Sachzusammenhang.

c) Bestdtigen Sie, dass p(10)-p(0) = J' p'(t) dt gilt, und interpretieren Sie das Ergebnis
im Sachzusammenhang. 0

d) Berechnen Sie p’(0,5) + p'(1,5) + ... + p'(9,5) und interpretieren Sie das Ergebnis im
Sachzusammenhang. Begriinden Sie, wie dieses Ergebnis ndaherungsweise direkt mit-
hilfe von p (t) ermittelt werden kann, und erldutern Sie die geringe Differenz der beiden
Werte mithilfe einer Skizze.
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Die Geschwindigkeit eines Steins, der von einem 10 m hohen Turm aus senkrecht nach
oben geworfen wird, wird ndherungsweise durch die Funktion v mit v(t) = 5-10t,
D, = [0; 2] (tins, v(t) in m/s) modelliert.
a) Berechnen Sie jeweils das bestimmte Integral und interpretieren Sie das Ergebnis im
Sad:)léontext.

) 1 2
1 [v(dt 2 [v(vdt 3 [vit)dt

0 0 0
b) Die Funktion h soll die Hohe des Steins liber der Erdoberflache beschreiben. Geben Sie
einen Term der Funktion h an und begriinden Sie, dass h eine Stammfunktion von v,

t
aber nicht die Integralfunktion t+— _[v(x) dx ist.
0
¢) Berechnen Sie die Lange der Strecke, die der Stein beim Flug zuriicklegt.

-x fir x<0

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x| = { N .
x fir x=0

3
a) Veranschaulichen Sie anhand einer Skizze das Integral J f(x) dx, begriinden Sie,
21
warum die folgende Rechnung falsch sein muss, und korrigieren Sie diese:
3 2 _7 2
Jfoode = £ C _y
-7 2 2

b) Formulieren Sie eine Regel fiir die Integration abschnittsweise definierter Funktionen.
x fir 0<sx<1
2 fir 1<x< 400

Unstetigkeitsstelle. Uberpriifen Sie, ob Ihre Regel aus Teilaufgabe b) auch fiir unstetige

¢) Die Funktion g mit g(x) = { enthaltim Gegensatz zu f eine

3
Funktionen gilt, und berechnen Sie damit _[g (x) dx.
0

\ Vertiefung |

Mittelwerte von Funktionen [

Das arithmetische Mittel a endlich vieler Werte a;, a,, ..., a,(n € N\{0}) erhalt man,

n
indem man die Summe der Werte durch ihre Anzahl n dividiert, also a = % Y a;
i=1

An einem Herbsttag beschreibt die Funktion T mit T(t) = —Hmt(t - 6)(t-23), D1 = [0; 24],
den Temperaturverlauf (in °C; t: Zeit in h).

= Berechnen Sie den Mittelwert der um 6 Uhr, 8 Uhr, } Tin °C
10 Uhr und 12 Uhr gemessenen Temperaturen. 0T
Den Mittelwert m einer stetigen GroBe f innerhalb eines 8+
Intervalls I = [a; b] ermittelt man mithiIEe 61
eines bestimmten Integrals: m = bL-jf(t) dt.
-a 3 Thg-=s==r=t= 7
= Begriinden Sie die Formel fiir den Mittelwert 51
einer stetigen Groe mithilfe der Abbildung. ., tinh
= Berechnen Sie den Mittelwert der Temperatur 14 16 18 20
zwischen 6 Uhr und 12 Uhr. 27 At

= Geben Sie weitere Beispiele fiir die Mittelwertberech-
nung mithilfe des bestimmten Integrals an und prasentieren Sie lhre Ergebnisse im Kurs.
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1 1.4 Berechnung von Flacheninhalten

by
Der Rand des Segels in der Abbildung kann durch die Graphen 8T
m Gyund G, der Funktionen f:x — x +6 - i—f D; = R\{0}, und 6+
. - g:x+—>x+4, Dy = R, modelliert werden. 4
y = Entwickeln Sie eine Strategie zur Bestimmung des Flachenin- 6y /24
= - halts des Segels und berechnen Sie diesen.
3;_-‘;,: ’Hﬂ | = Diskutieren Sie Ihre Ergebnisse in einer Kleingruppe. AN 4x
e, G il F
Mithilfe von bestimmten Integralen kann man Flachenberechnungen an Graphen durchfiihren.
Fiir zwei in einem Intervall I = [a; b] stetige Funktionen f und g mit den Graphen G und
Gqgilt:
Liegt G¢in ganz I oberhalb von Gg, sogilt  Bilden die Graphen G¢und G in I zwei Teil-
b u .
Merke: ,Integral iiber A= I [f(x) - g (x)]dx flachen, so gilt
obere Funktion minus a A = A, +A, 5
untere Funktion” - J’ [f(x) - g (x)]dx + I [g (x) - f(x)] dx
a [

Dies gilt insbesondere,

wenn einer der Graphen G
die x-Achse ist. y

Auch ,ins Unendliche reichenden” Flachen kann man oft endliche Flacheninhalte zuord-
nen. Die hierfiir verwendeten Integrale bezeichnet man als uneigentliche Integrale.

Integrationsintervall reicht ins Integrandenfunktion strebt an einer
Unendliche Grenze ins Unendliche
+o<>1 b1 1 1 1 1
—dx = lim |=dx —dx = lim |—=dx

{xz b—>+m{x2 iﬁ bao+£ﬂ

y

2 G

1

bi 5 5 4%

Begriindung

Gegeben sind zwei in einem Intervall I = [a; b] stetige Funktionen f und g mit den Graphen G;
und Gg mit f(x) = g(x) firalle x e L.

Begriinden Sie, dass fiir die von den beiden Graphen eingeschlossene Flache A unabhangig

b
von der Lage beziiglich des Koordinatensystems gilt: A = J[f(x) - g ()1dx.
a
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Losung: b

Das Integral _[f )dx bzw. Ig )dx beschreibt die Flachen-

bilanz der vom Graphen von f bzw. g und der x-Achse in [a; b]
eingeschlossenen Flache. Fiir die von den Graphen eingeschlos-
sene Fldche gilt daher

b b

A=If(x)dx—jg( dx—J[f (x)]dx.
a a

Dann gilt fiir jeden Wert k e R

b b b
1) +K) = (g () +Kldx = [[f(x) + k- g(x) - Kkldx = [[f(x) - g(x)]dx = A
Beispiele

I. Gegeben sind die Funktionen f:x+—> 3x3 + 6x2 - 6x und
g: x> 3x% D = Dy = R, mitihren Graphen G¢und G,
Bestimmen Sie den Inhalt der von G¢und G4 eingeschlossenen
Flache.

1 Bestimmen Sie die x-Koordinaten der Schnittpunkte von
Grund Gy
f(x) = g(x) & 3x3+6x%-6x = 3x?
& 3x(x*+x-2)=0 & 3xx+2)(x-1) =0

Der Inhalt der einge-
schlossenen Fliche ist
unabhdngig von einer
Verschiebung beider
Graphen entlang der
y-Achse.

Beachten Sie:
1
[If(x) - g (x)]dx ist
2

nicht der Inhalt der ein-
geschlossenen Fldche

Strategiewissen
Berechnen von Fldchen-
inhalten

= X1=—2;X2=0;X3=1
2 Ermitteln Sie den Wert der Integrale in den Teilintervallen:

0 0
I[f (x)]dx = j(3x3+6x2—6x—3x2)dx = j(3x3+3x2—6x)dx
-2 -2
[ix4+x 3x2] -0- (3 16+ (- 23-3-4)=8

1

Az—j[g ]dx—_[[3x2

0

_|_3,4_3 2] = _3_ _0 =
=[-3x x+3x]0 3-143-0=1,25
3 Addieren Sie die Inhalte der Teilflaichen: A = A; + A, = 9,25 [FE]

Il Ein Produkt wird zundchst fiir 1,50 € im Handel angeboten, dabei erzielt der
Handler pro Stiick einen Gewinn von 30 Cent.
Die Funktion f:t— %t (t—4)(t-9), D¢ = [0; 9], modelliert die Preisanderung in
Cent pro Jahr (t: Zeit in Jahren). Die Funktion g mit g(t) = 2 beschreibt die jahr-
liche Zunahme des Einkaufspreises, den der Handler zahlen muss. Begriinden
Sie, dass sich der Gewinn pro Stiick nach neun Jahren mit dem Ansatz

B(9) =30+ j [f ()
Graphen von ’f und g ermlttelt werden miissen.

g (t)] dt berechnen lasst, ohne dass die Schnittstellen der

Losung:

Die jahrliche Anderungsrate des Gewinns berechnet sich als Differenz
f(t) — g (t) der Preisdnderung f und der jéhrlichen Zunahme des Einkaufs-
preises g. Damit erhélt man die Gesamtdnderung des Gewinns innerhalb

9
des betrachteten Zeitraums mithilfe des Integrals j[f (t)—g()1dt.
0

(3x3 +6x%—6x)]dx = [(-3x*-3x%+ 6x)dx

29
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1 1.4 Berechnung von Flacheninhalten

Mit dem Anfangsgewinn B(0) = 30 ergibt sich der Gewinn nach neun Jahren
durch B(9) = 30+I g (t)]dt.

Die Schnittstellen der beiden Graphen miissen nicht berechnet werden, da das Integral
bereits die Gesamténdergng angibt. Wenn im Intervall [a; b] gilt

1 f(t) > g(t), dannist [[f(t) - g(v]dt > 0.

b
2 f(t) < g(t), dannist [[f(t) - g(O]dt < 0.
1.

Bethrimmen Sie das uneigentliche Integral und v1eranschaulichen Sie lhr Vorgehen grafisch.

a1 1

a) {dex b) gﬁdx

Losung:
Strategiewissen 1 Ersetzen Sie die Integrationsgrenze, die nicht in der Definitionsmenge der Funktion
Berechnen uneigentli- Ilegt durch einen Parameter b und berechnen Sie den Wert des bestimmten Integrals.
cher Integrale b 1y 1

a) I(b dx ==L b) I(b) = [—=dx =[2VXx
Zua): ) J [ ]1 ) I(b) {W [2Vx],
Der Wert des Integrals =2-2 \/E
I(b) wichst fiir

b — +oo, wird aber
nicht gréBer als 1.

Zub):

Der Wert des Integrals
I(b) wiéichst fiir

b — 0%, wird aber nicht

2 Bestimmen Sie den Grenzwert:

groBer als 2. ) ] )
a) bl~l>n-2°°I(b) - bILnlm[1 __] =1 b) b|_|>n<}+1(b) - b|—|>n<} [2 2\/_] 2
Denins Unendllche reichenden Flachen kdnnen endllche Inhalte zugeordnet werden.
a)A—j Ldx =1 b) A = j1dx—2

Nachgefragt

" Entscheiden Sie begriindet, ob die folgende Aussage richtig ist: Wenn fiir zwei Funktionen
fund g gilt j[f g(x)1dx = 0, dann sind die Funktionen im Intervall [0; 1] identisch.

= Begriinden oder widerlegen Sie: Aus I f(x) dx = 2 folgt, dass die Funktion f fiir
X —> 40 gegen 0 konvergiert. !

Aufgaben n Berechnen Sie jeweils den Inhalt der markierten Fldche zwischen den Graphen der Funkti-
onen f:x—f(x) und g:x—>g(x)(Df = Dy = R).

a) f(x) = x? b) f(x) = S|n(x—5)+2 o fx) =-15x2+1,5
gx) =4 gx) =1 g(x) = -x2+1
yA
3__
2__
g |
2 4 X X
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

E a) Berechnen Sie den Inhalt A der Flache, die die Graphen der Funktionen
fix—>x2-xund g:x—x, Df = Dg = [0; 2], miteinander einschlieBen.

b) Bestimmen Sie den Anteil der Fldche aus Teilaufgabe a), die im IV. Quadranten liegt.

B Vorgelegt sind die Funktionen f:x+> 2 - (x +2)%, D¢ = R, und g:x+—>x+2, Dy =R.
Berechnen Sie die Inhalte A, bis A4 der getdnten Flachenstiicke und beschreiben Sie Ihr
Vorgehen.

Gr

X

X

Xy

%
i

%
i

u Gegeben ist jeweils die Funktion f:x > f(x) mit maximaler Definitionsmenge.

b
a) Veranschaulichen Sie jeweils das Integral If(x) dx und berechnen Sie seinen Wert.
1 +oo
b) Bestimmen Sie dann - soweit mdglich — das uneigentliche Integral I f(x) dx.
1

1 f) =~ 2 f(x) =1 3 f(x) =% 4 f(x) = sinx

B Ein Werkstiick soll aus Iridium gefertigt werden. Der Umriss wird durch
die Graphen der Funktionen f: x+—> e ™ und g: x+> e ™**!
(Df = Dy = R) sowie die Geraden mit den Gleichungen y = 4 und
x = 3 begrenzt (Langen in Millimeter), die Dicke betrdgt 0,2 mm.
Berechnen Sie die Masse des benétigten Iridiums (Dichte Iridium:
p = 21,459/cm3).

a Das Rechteck ABCD mit A(1]0), B(5/0), C(5|4) und D(1|4) wird
durch den Graphen der in Ry definierten Funktion f:x — f(x) in zwei Teilflichen geteilt.
Ermitteln Sie jeweils, in welchem prozentualen Verhaltnis die Inhalte der beiden Teilfla-

chen stehen. Begriinden Sie Ihr Vorgehen.
a) f(x) = 4-5 b) f(x) = 818
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1 1.4 Berechnung von Flacheninhalten

Abituraufgabe 4l110]

32

Betrachtet wird die in R definierte Funktion f: x — exe: ] und ihr Graph Gy.

a) Untersuchen Sie G;auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Asymptoten und
Monotonie. Zeichnen Sie Gy, ggf. mithilfe einer DMS.

b) Es wird nun das Flachenstiick betrachtet, das von G; und der x-Achse im Bereich
-In3 < x < b, b > 0, eingeschlossen wird. Bestimmen Sie den Wert von b so, dass die
y-Achse dieses Flachenstiick halbiert.

2

Gegeben ist die Funktion f:t+— % -e 28 D= R, und ihr Graph G.

a) Untersuchen Sie G auf Symmetrie, Extremstellen und Asymptoten. Zeichnen Sie Gy,
ggf. mithilfe einer DMS.

Die monatlichen Verkaufszahlen eines E-Bike-Modells lassen sich fiir t = 0 durch die

Funktion f modellieren (t: Zeit in Monaten; f (t): Verkaufsrate in 1000 Stiick pro Monat).

b) Geben Sie an, ab welchem Zeitpunkt die monatlichen Verkaufszahlen abnehmen.

400
¢) Berechnen Sie das uneigentliche Integral J f(t)dt und interpretieren Sie den Wert
0

geometrisch anhand des Graphen sowie im Sachkontext.

Gegeben ist die Funktion f:x+— 2 - sin(%x), D¢ = [0; 12], und ihr Graph G¢.

a) Zeichnen Sie G; mithilfe einer DMS und geben Sie die Koordinaten der Extrempunkte
und des Wendepunkts von G¢an.

b) Der Graph G;und die Gerade g mit der Gleichung y = mx; 0 < m < 1, beranden eine
Flache mit dem Inhalt A,. Die Gerade g, der Graph G und die Gerade h mit der Glei-
chung x = 6 beranden eine weitere Flache mit dem Inhalt A,. Ermitteln Sie, ohne die
Koordinaten des Schnittpunkts von g und G¢ zu bestimmen, fiir welchen Wert von m
die beiden Flacheninhalte A; und A, gleich groB sind.

Die Konzentration des Wirkstoffs eines Medikaments im Blut eines Patienten kann im

Intervall [0; 9] modellhaft durch die in Ry definierte Funktion f:x — x 1’(1)2 beschrieben

werden (x: Zeit in Stunden seit der Einnahme des Medikaments; f (x): Wirkstoffkonzentra-

tion im Blut des Patienten in mg/Z).

a) Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem die Wirkstoffkonzentration maximal ist, und
geben Sie diese maximale Wirkstoffkonzentration an.

b) Bestimmen Sie die Wirkstoffkonzentration 30 Minuten nach Einnahme des Medika-
ments und weisen Sie nach, dass 6 Stunden nach der Einnahme die Wirkstoffkonzent-
ration etwa auf die Halfte ihres Maximalwertes gesunken ist. Zeichnen Sie Gy.

c¢) Weisen Sie nach, dass die in [R{g definierte Funktion F:x—4-In(x+ 1) + ﬁ eine

Stammfunktion von fist.

An der Stelle x = 2 hat der Graph von f einen Wendepunkt. Beschreiben Sie, wie man

rechnerisch vorgehen kdnnte, um dies zu begriinden. Geben Sie die Bedeutung der

x-Koordinate des Wendepunkts im Sachkontext an.

e) Zwischen G;und der x-Achse gibt es ein in positive x-Richtung unbegrenztes Flachen-
stlick. Nur dann, wenn diesem Flachenstiick ein endlicher Fldcheninhalt zugeordnet
werden kann, kann die betrachtete Funktion f die zeitliche Entwicklung der Wirkstoff-
konzentration auch fiir groBe Zeitwerte x realistisch beschreiben. Uberpriifen Sie rech-
nerisch, ob dies im vorliegenden Modell der Fall ist.

d
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

m Gegeben ist die Funktion f:x — # D¢ = R, mitihrem Graphen G¢.

X

a) Untersuchen Sie G;auf Monotonie und Asymptoten. Weisen Sie rechnerisch nach, dass
Gt genau einen Wendepunkt W (11f(1)) besitzt.

b) Begriinden Sie, dass G; umkehrbar ist, und geben Sie die Definitions- und die Werte-
menge der Umkehrfunktion g an. Zeichnen Sie die Graphen G¢und G, in ein gemeinsa-
mes Koordinatensystem.

¢) Zeigen Sie, dass f(x) dquivalent zum Term 2e’-1

1+ex!
d) Die Graphen G¢und G4 begrenzen mit den Koordinatenachsen ein Flachenstiick.
Begriinden Sie den Ansatz zur Berechnung seines Inhalts A und ermitteln Sie diesen:
1

A =2-[[f(x)-x]dx.
0

ist.

Eine Papierfabrik hatte iiber einen lingeren Zeitraum jihrlich etwa 15 m3 mit Tetrachlor-
kohlenstoff CCl, verseuchtes Abwasser in einen See eingeleitet. Als die Umweltbehdrde
darauf aufmerksam wurde, musste die Fabrik eine Filteranlage einbauen. Deren erste
Erfolge zeigten sich nach drei Jahren: Die jahrliche Schadstoffrate (in m3/a) ab diesem Zeit-
punkt bis zum vélligen Ende der Schadstoffeinleitung lasst sich durch die in R* definierte
Funktion f mit f(t) = 0,75 (t - 15t + 56) modellieren (t: Zeit in Jahren seit der Entdeckung
der Problematik durch die Umweltbehorde).

a) Zeichnen Sie den Graphen von f mithilfe einer DMS und ermitteln Sie grafisch und
rechnerisch, wie viele Jahre nach dem Eingreifen der Behorde die Schadstoffeinleitung
endete.

b) Berechnen Sie, wie viele Kubikmeter verseuchtes Abwasser in dieser Zeit insgesamt
noch in den See eingeleitet wurden. Veranschaulichen Sie diese Menge in der Zeich-
nung zu Teilaufgabe a).

a) Die Gerade g schneidet die Normalparabel P an den Stellenaund a+2(a € R), so
dass sie im Intervall [a; a + 2] eine Flache einschlieBen. Skizzieren Sie diese Flache fiir
drei verschiedene Werte von a und weisen Sie rechnerisch nach, dass der Inhalt der
entstehenden Flache unabhdngig von a ist.

b) Untersuchen Sie, ob das Ergebnis aus Teilaufgabe a) auch dann gilt, wenn man die
Intervalllange 2 durch eine beliebige andere Intervalllange b € R* ersetzt.

Um die Querschnittsflache eines 8 Meter breiten Flusses zu bestimmen, wird Tm,3m,5m
und 7 m vom linken Ufer entfernt jeweils die Wassertiefe gemessen. Man erhalt auf Zenti-
meter gerundet folgende Ergebnisse: 3,30 m, 2,95 m, 1,45 m und 1,20 m.

a) Berechnen Sie die Querschnittsfliche des Flusses unter der Annahme, dass die Wasser-
tiefen jeweils im Bereich von einem Meter links und rechts des Messpunkts gleich dem
Messwert sind.

b) Durch genaue Messungen wurde festgestellt, dass sich die Wassertiefe durch die Funk-

tion f(x) = %(h3 —128x2+ 792x - 1728) modellieren lasst (x und f(x) in Metern).

Berechnen Sie die Querschnittsflache aufgrund dieses Modells.

¢) Durch eine lange Trockenheit féllt der Wasserspiegel um 1 m. Ermitteln Sie mithilfe
einer DMS die nétigen Angaben, um die Querschnittsfliche des Wassers zu diesem
Zeitpunkt berechnen zu kénnen. Beschreiben Sie lhr Vorgehen und geben Sie das
bestimmte Integral an.

33



mathe.delta 13

1.5 Das Volumen von Rotationskorpern

Die abgebildeten Kdrper kann man sich durch Rotation eines Flachenstiicks um eine Achse
entstanden denken.

= Geben Sie an, welche Flachenstiicke durch Rotation einen geraden Kreiszylinder, einen
geraden Kreiskegel, ein Rohr bzw. eine Kugel ergeben, und geben Sie jeweils eine For-
mel zur Berechnung des Volumens des Kérpers an.

= Beschreiben Sie anhand einer Skizze eine Strategie, um das Volumen von Kérpern zu
berechnen, die durch Rotation einer krummlinig begrenzten Flache um eine Achse ent-
stehen. Prasentieren Sie lhre Ergebnisse im Kurs.

Korper, die man sich durch Rotation eines Flachenstiicks um eine Achse entstanden denken
kann, heil3en Rotationskdrper. Mithilfe von Integralen kénnen auch Volumina von Rotations-
korpern berechnet werden.

tion f mit f(x) = 0 fiir jeden Wert von x e [a; b], der x-Achse und

%] den achsenparallelen Geraden g:x = a und h:x = b berandet
wird, um die x-Achse, so entsteht ein Rotationskorper mit dem
Volumen

Rotiert ein Flachenstiick, das vom Graphen Ggeiner stetigen Funk- [

w i

b
V = [[f(x)]2dx.

Rotiert der Graph von f um die y-Achse und ist f umkehrbar, so ldsst sich das Volumen des
Rotationskdrpers mithilfe der Umkehrfunktion von f ermitteln.

Begriindung
Man unterteilt das Intervall [a; b] in n gleiche Abschnitte der Breite
Ax = % und ndhert damit den Rotationskorper durch schmale

Zylinderscheiben mit der Hohe Ax und dem Grundkreisradius f (x;) an
Xg=a;x,=b;x;=a+i-Ax;ie{0;1;2;...;n=-1}).

Die Summe der Volumina dieser Zylinderscheiben liefert einen Nahe-
rungswert fiir das Volumen des Rotationskorpers:

Vo= gt [f(xq)]2 - Ax + 7t [f(x)]? - Ax + 7T [f (x3)]2 - AX +...+ 70 - [f(x,,)]? - Ax
n
=7 2 [F()12- Ax,
Diese Naherung wird umso besser, je diinner die Scheiben sind. Man erhdlt als Grenzwert

b
dieser Summe: V = 5t [ [f (x)]2dx.
a
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Beispiele

I. Die Mantelflache des abgebildeten Fasses entsteht, wenn der Graph der Funktion

fix— _21%)(2 + 11, D = [-15; 15], um die x-Achse rotiert. Berechnen Sie das Volumen des

Fasses (x und f(x) in cm).

Losung:

V=m- 1I5 [f (x)12dx

Wegen (_j1esr Symmetrie des Graphen von f beziiglich der y-Achse gilt:
V= Zn-f[ 1 x2+11]2dx = 27:-15( 1yt~ 1124 121)dx

T 200 40000 100

15

— . 1 5_11.3 — . T g5 11 13 e
=2n [200000X 300 +121X]O 27 (200000 157 =550 157 +121-15-0

- %n ~ 10650 [cm?] = 10,65 [Liter]

Il. Leiten Sie die Volumenformel fiir eine Kugel mit Radius r mithilfe der Integralrechnung her.
Losung:
Der Graph der Funktion f:x — /r?—x2; D¢ = [-r; 1], ist ein y
Halbkreis. Er erzeugt durch Rotation um die x-Achse eine T
Kugel mit dem Volumen

r 2 r 3
V= n-_jr(\lrz—xz) dx = Zn-g(rz—xz)dx =27 [rzx—%]

- .2._ﬁ_): 23_43
—Zﬂ(r r 3 0 2ﬂ3r 3ra‘t

r

E 4

0 -r

2 Nachgefragt

b b
= Begriinden oder widerlegen Sie: Es gilt 7t- [ [f(x)]2dx = n-[jf(x) dx] .
a a

= Begriinden oder widerlegen Sie: Wird der Graph einer Funktion f Idngs der x-Achse oder
der y-Achse verschoben, so dndert sich das Volumen des Rotationskérpers bei Rotation
des Graphen um die x-Achse nicht.

n Gegeben ist jeweils die Funktion f: x+— f(x) und ihr Graph G¢. Aufgaben

1 f(x) =1, D= [0;a] 2 f(x) = mx, D; = [0; al 3 f(x) = mx, Df = [a; b]

a) Zeichnen Sie den Graphen G¢ (ggf. mithilfe einer DMS) und geben Sie an, welcher ele-
mentargeometrische Rotationskdrper entsteht, wenn Gy um die x-Achse rotiert.

b) Berechnen Sie das Volumen des Rotationskdrpers mithilfe der Integralrechnung und
vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit der aus der Mittelstufe bekannten Formel.

] Die Mantellinie eines rotationssymmetrischen Garderobenhakens kann durch die Funktion

fix— %xz + 1, D¢ = [-3; 3], modelliert werden (x und f(x) in cm).
a) Zeichnen Sie den Graphen von f und berechnen Sie das Volumen eines solchen Hakens

sowie seine Masse, wenn er aus Aluminium besteht (Dichte: 2,7 %)

b) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion g: x+> (x - 3)%+1, Dy = R, in das Koordina-
tensystem ausGTeiIaufgabe a) und begriinden Sie anhand des Graphen, dass der Wert

des Terms - I[g (x)12dx ebenfalls das Volumen des Hakens ergibt.
0
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1 1.5 Das Volumen von Rotationskérpern

B Ein Parabolscheinwerfer hat als Achsenschnitt die Parabel
mit der Gleichung y = 2+X; der Scheinwerfer ist 16 LE
lang und 16 LE breit. Berechnen Sie sein Volumen.

u Wird in einem Rohr Schall erzeugt (z.B. in einer Trompete
oder einem Lautsprecher), der nach auBen gelangen soll,
so wird der Schall genau dann optimal abgestrahlt, wenn
der Trichter am Ende sich entsprechend einer
Exponentialfunktion f: x+— a - e weitet (Exponential-
trichter).

a) Bestimmen Sie die Werte der Parameter a und b fiir den
abgebildeten Trichter, der links 2 cm und rechts 10 cm
Durchmesser hat und 10 cm lang ist.

b) Berechnen Sie das Volumen, das der Trichter umschlief3t.

A

B Ein rotationssymmetrisches Gefal3 ist 9 cm hoch und hat stehend im Querschnitt die Form
einer Normalparabel.

a) Ermitteln Sie einen Term der begrenzenden Funktion, wenn die Form des GefaBes
durch eine Rotation um die x-Achse erzeugt werden soll, und beschreiben Sie Ihr Vor-
gehen.

b) Bestimmen Sie den Rauminhalt des Geféf3es in Vielfachen von st.

¢) Berechnen Sie, wie hoch die Fliissigkeit steht, wenn sich nur ein Viertel des maximal
moglichen Inhalts im Gefal befindet.

ﬂ Gegeben ist die Funktion f: x> x2+ 1, D; = [0; 1], und ihr Graph G;.

a) Begriinden Sie, dass die Funktion f umkehrbar ist, und
bestimmen Sie einen Term der Umkehrfunktion g.

b) Der Graph der Funktion f schlieBt mit der y-Achse eine
Flache ein, die um die y-Achse rotiert. Begriinden Sie,
dass der dadurch entstehende Korper dasselbe Volu-
men besitzt wie derjenige Korper, der durch die Rota-
tion des Graphen von g um die x-Achse entsteht.

¢) Ermitteln Sie mithilfe der Aussage aus Teilaufgabe b)
das Volumen des Rotationskorpers.

Abituraufgabe Der Graph der in R definierten Funktion f: x — %xz \ , 4y /

und die Gerade mit der Gleichung y = 1 schlieBen ein

/ Flachenstiick ein. Durch Rotation dieses Flachenstlicks 1 /
um die y-Achse wird ein Kérper erzeugt. Bestimmen —
Sie das Volumen dieses Korpers.

3 2 4 123X
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

E Gegeben sind die beiden Funktionen f: x — 0,5x(x —3) und g:x+— 0,5x(x + 1) (x - 3),
D¢ = Dg = R. lhre Graphen schlieBen im IV. Quadranten eine Fliche ein, die um die
x-Achse rotiert. Zeichnen Sie die Graphen mithilfe einer DMS und bestimmen Sie das Volu-
men des Hohlkorpers.

Ll a Die abgebildete Sektflote ist 20 cm hoch und rotationssymmetrisch. lhre Profil-
linie lasst sich durch einen Teil des Graphen der Funktion f: x — 6+/3x, Ds = Rj,
beschreiben.

Ermitteln Sie, wie hoch die Sektflote gefiillt ist, wenn sie 0,1 £ Sekt enthlt.
Beschreiben Sie lhr Vorgehen und besprechen Sie es in einer Kleingruppe.

L m Gegeben ist die in [1; +oo] definierte Funktion f mit f(x) = 1 undihr Graph G;.
a) Weisen Sie rechnerisch nach, dass der nach rechts unbegrenzten Flidche zwischen G,
der x-Achse und der Geraden mit x = 1 kein endlicher Flacheninhalt zugeordnet wer-
den kann. o
b) Untersuchen Sie das uneigentliche Integral 7t I (%) dx und interpretieren Sie lhr
Ergebnis geometrisch. !
¢) Recherchieren Sie zu,Torricellis Trompete” und prasentieren Sie lhre Ergebnisse im

Evangelista Torricelli
Kurs. (1608 - 1647)

) m Die in der Abbildung blau gezeichnete Figur rotiert um die x-Achse. Bei
der oberen und der unteren Begrenzungslinie handelt es sich jeweils um

Stlicke von zur Normalparabel kongruenten Parabeln. Die markierten

Punkte sind Gitterpunkte.

a) Beschreiben Sie, welcher Kérper bei der Rotation entsteht.

b) Bei der Berechnung spielt die Funktion fiir die obere Begrenzung f,,
und die fiir untere Begrenzung f, eine Rolle. Begriinden Sie, warum
nicht mit der Differenzfunktion f: x+— f, (x) - f, (x) gerechnet werden
darf.

¢) Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers und beschreiben Sie lhr Vorgehen.

() Das getdnte, von der x-Achse und y
dem Graphen G der Funktion 2 6
fix—0,1-(10-X) - VX, 1
D¢ = [0; 10], berandete v s SN
Flachenstiick rotiert um die J{\\] 2.3 4 5 6 7 _ 8910
x-Achse (1LE 2 10 m). R i i

a) Berechnen Sie das Volumen
des entstehenden Rotationskorpers.

b) Bestimmen Sie die Auftriebskraft, die der abgebildete Rotationskdrper bei Fiillung mit
Helium (Dichte: 0,18 kg/m3) in Luft (1,29 kg/m?3) erfihrt.

¢) Recherchieren Sie tiber die Formen von Tragflachen und ihren Auftrieb und prasentie-
ren Sie lhre Ergebnisse im Kurs.
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Zu11 Die Abbildung zeigt den Graphen einer in R definierten, y
stetigen Funktion f. Entnehmen Sie die benétigten Werte 4T
der Abbildung. 2+ G
2/4 6 8
-2+
—4
10 3
a) Berechnen Sie die Integrale a) Bestimmen Sie a > 0 so, dass gilt: If(x)dx =3
10 8 a
1 !)’f(x) dx 2 !f(x) dx. b) Geben Sie einen mdglichen Sachkontext an, der
b . : ;
b) Bestimmen Sie b > 0 so, dass gilt: If(x)dx —o. durch diese Funktion modelliert werden kann.
4
Zu1.2 Die Abbildung zeigt den momentanen Energiefluss (in  Energiefluss in Wh/min
Wh pro min) eines Akkus in Abhdngigkeit von der Zeit g1
(in min). L G
| | | | | | | till’] mirl
4 8 1A\ 16 20 24 28 32736
—41
Berechnen Sie jeweils den Termwert und erldutern Sie Ermitteln Sie, wie grol8 der Energieinhalt des Akkus
seine Bedeutung im Sachkontext. zu Beginn des Beobachtungszeitraums mindestens
12 2 36 ewesen sein muss, damit der gezeichnete Verlauf
110+ [f(ydt 2 [fodt 3 [fOdt gewesen g
0 1 0 mdoglich ist.
Zu1.2 In den Diagrammen sind jeweils der Graph einer Funktion f und einer zugehdrigen Integralfunktion

X
Fux— jf(t) dt, a € R, gezeichnet. Geben Sie an, welcher Graph zu f gehort, sowie mogliche Werte fiir a.
a

a) y
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Kapitel 1: Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Ermitteln Sie jeweils eine integralfreie Darstellung der Integralfunktion.

X

X X X
a) [(-6t2+1)dt b) [ sin(2t)dt a) [te3’*dt b) [5i-dt
0 =1 5 1t +1

Auf einer Minigolfbahn befinden sich Hiigel, deren Querschnitte mithilfe der Funktion f,:x—a-a- cos (%x ,
D¢ = [0; 4a], a € R, modelliert werden kdnnen (x und f (x) in Metern). Eine Bahn ist 1,25 m breit.

a) Ermitteln Sie Hohe und Breite eines solchen Eine weitere Bahn enthalt drei Hugel, deren Hohen im
Hiigels in Abhangigkeit von a. Verhdltnis 3:2:1 stehen. Berechnen Sie die Hohe des

b) Berechnen Sie das gemeinsame Volumen der bei- groBten Hiigels, wenn fiir alle drei Hiigel zusammen

3 . e e
den Hiigel, die mithilfe der Werte a = 0,25 und 1,2 m* Material benétigt werden.
a = 0,2 modelliert werden konnen.

Die Graphen der in R definierten Funktionen f: x — % -1 und g:x+— 4 -x haben im ersten Quadranten zwei
gemeinsame Punkte.

a) Zeigen Sie rechnerisch, dass einer dieser Punkte a) Zeigen Sie mithilfe des Newton-Verfahrens, dass
P(11f(1)) ist. der andere gemeinsame Punkt bei x = 4,8 liegt.

b) Berechnen Sie den Fldcheninhalt derjenigen Fla- b) Berechnen Sie den Inhalt der von beiden Gra-
che, die von beiden Graphen und der y-Achse phen eingeschlossenen Flache.

begrenzt wird.

Das Wasser in einer Badewanne (Fassungsvermogen 150 £) ist kalt geworden. Daher wird neues Wasser eingelas-
sen und gleichzeitig der Abfluss geéffnet. Die Funktion f mit f(x) = —1,5x% + 7,5x beschreibt den momentanen
Wasserzufluss, die Funktion g mit g (x) = 2e7%°*+2, Ds = Dg = [0; 5], den momentanen Wasserabfluss, jeweils
in 2/min (x: Zeit in Minuten). Urspriinglich wurden 140 £ eingelassen.

Berechnen Sie, wie viel Wasser sich 2 Minuten nach Entscheiden Sie, ob die Wanne durch den Wasser-
Beginn des Vorgangs in der Wanne befindet. wechsel tiberlduft.

Der obere Rand der abgebildeten Diise wird von der in R definierten

Funktion fk:X'—>%Xz+ k, k€ R*, zwischen x = -1 und x = b,

b > 2, modellhaft beschrieben. Die Diise entsteht durch Rotation der
vom Graphen von f, und der x-Achse eingeschlossenen Flache um die
x-Achse.

>

a) Berechnen Sie das umschlossene Volumen der a) Fir eine spezielle Anwendung mit b = 5 soll
Dusefur k =1und b = 5. das Diisenvolumen 67@%“ VE betragen. Berech-
b) Die Duise wird um 5 LE nach rechts verschoben. nen Sie den zugehdrigen Wert von k.
Geben Sie an, welche Werte sich @ndern und wel- b) Fiir eine andere Diise wird gefordert: b = 2k;
che nicht. V= 171‘;‘,‘5”. Berechnen Sie den zugehérigen
Wert von k.
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Trainingsrunde: kreuz und quer

Abituraufgabe 1]

B

40

Der Graph der in R definierten Funktion f: x — 4 — x? schlieBt mit den Koordinatenachsen
im ersten Quadranten eine Flache ein. Ermitteln Sie mithilfe des Newton-Verfahrens einen
Wert von a so, dass die Gerade x = a die Flache in zwei gleich groRe Teile teilt.

Die in ein Becken flieBende Wassermenge in Kubikmetern pro Stunde wird durch die Funk-

tion f:t— 10t2e~t modelliert (t = 0 in Stunden). Zu Beginn ist das Becken leer.

a) Zeigen Sie, dass die Funktion F mit F(t) = —=10(t2+ 2t + 2)e~%, D¢ = Dy, eine Stamm-
funktion von fist.

b) Berechnen Sie die wahrend der ersten sechs Stunden zugeflossene Wassermenge.

¢) Ermitteln Sie, welches Fassungsvermdgen das Becken mindestens haben muss, damit
es auch nach beliebig langer Zeit nicht tberlauft.

Die Abbildung zeigt einen Teil des Graphen Gy, einer 4y

in R\{2} definierten gebrochen-rationalen Funktion 8T

h. Die Funktion h hat bei x = 2 eine Polstelle ohne 6

Vorzeichenwechsel; zudem besitzt G, die Gerade i .

mit der Gleichung y = x -7 als schrdge Asymptote. f

a) Ubertragen Sie die Abbildung méglichst genau 2T §
in lhre Unterlage.n ynd ergar\zen Sle. die Asymp- é u é 1’0 1’2‘
toten von Gy, Skizzieren Sie im Bereich x < 2 o4

einen moglichen Verlauf von Gy,

b) Berechnen Sie unter Beriicksichtigung des asym- %
ptotischen Verhaltens von Gy, einen Naherungswert fiir j h (x) dx.

io

Die von dem Architekten Hordur Bjarnason entworfene
Képavogskirkja in Reykjavik (Island) besitzt Parabelge-
wolbe; auch die Rahmen der von der Kiinstlerin Gerdur
Helgadéttir entworfenen Kirchenfenster haben (nahe-
rungsweise) Parabelform. Ermitteln Sie den Flacheninhalt
des groBen Glasfensters und beschreiben Sie Ihr Vorgehen.

0 MaBeinem X

Gegeben ist die in R* definierte Funktion f: x — % -Inx.
Die Abbildung zeigt ihren Graphen Gy
a) Ermitteln Sie die Koordinaten des Extrempunkts E von G;. Ubertragen Sie die Abbil-
dung vergroBert in Ihre Unterlagen und tragen Sie dort den Punkt E ein.
b) Zeigen Sie, dass die in R* definierte Funktion F
mit F(x) = 2 (Inx)? eine Stammfunktion von fist. ﬁy Gf—\
Geben Sie die Extrem- und die Wendestelle von G EEEEEER
durch Uberlegen an und begriinden Sie Ihre Ergeb- 2 3 45X
nisse. Skizzieren Sie G in lhren Unterlagen. -1
Gy, die x-Achse und die Parallele zur y-Achse durch
den Punkt P(e"5 |f(e1'5)) beranden eine Fliche;
ermitteln Sie deren Inhalt A.

<) )



Kapitel 1: Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Flacheninhalt und bestimmtes Integral

m Gegeben ist die in R definierte Funktion f: x — 5x - e ihr Graph ist G.

a) Untersuchen Sie G;auf Symmetrie sowie Nullstellen und bestimmen Sie die Koordina-
ten der Extrem- und Wendepunkte.

b) Bestatigen Sie rechnerisch, dass die im ersten Quadranten liegende Fldche zwischen G¢
und der x-Achse endlichen Inhalt hat.

¢) Zeichnen Sie die Graphen G;und Gy, fiir h(x) = 5e7* Dy, = R, mithilfe einer DMS. In
der Zeichnung scheinen sich die Graphen zu beriihren. Bestatigen Sie dies rechnerisch.

d) Untersuchen Sie, ob die von G¢und G, begrenzte, nach rechts unbeschrankte Flache
einen endlichen Inhalt hat.

m Mithilfe der in R definierten Funktion f:t+~> 20t - e %! |5sst sich die Konzentration eines
Medikaments im Blut eines Patienten modellhaft beschreiben; dabei wird die seit der Ein-
nahme vergangene Zeit t in Stunden und die Konzentration f(t) in mg/€ gemessen.

a) Zeichnen Sie den zeitlichen Verlauf der Konzentration wahrend der ersten 12 Stunden
nach Einnahme des Medikaments.

b) Ermitteln Sie, nach welcher Zeit die Konzentration ihren hochsten Wert erreicht, und
geben Sie an, wie groB dieser Wert ist.

¢) Das Medikament ist nur wirksam, wenn die Konzentration im Blut mindestens 4 mg/2
betragt. Ermitteln Sie mithilfe lhrer Zeichnung zu Teilaufgabe a) die Zeitspanne, inner-
halb derer das Medikament wirksam ist.

d) Bestimmen Sie, zu welchem Zeitpunkt das Medikament am starksten abgebaut wird,
sowie die momentane Anderungsrate zum Zeitpunkt t = 4.

e) Fiirein neues Medikament beschreibt die Funktion g mit g (t) = ate™®! mit a > 0 und
b > 0 und t = 0 die Konzentration. Dabei wird wieder die Zeit t seit der Einnahme in
Stunden und die Konzentration g (t) in mg/2 gemessen.

Bestimmen Sie die Werte der Parameter a und b, wenn die Konzentration vier Stunden
nach Einnahme ihren gro3ten Wert 10 mg/2 erreicht hat.

m An vielen Kiisten schiitzen Deiche vor Uberschwemmungen. Ein Deich besteht aus einem
Deichkern sowie zum Land und zum Wasser
hin auslaufenden Wallen. Der Querschnitt eines
Deichkerns kann z.B. durch den Graphen der
Funktion f mit
f(x) = (5x+1)- e %% D =[-0,2;3],
beschrieben werden.

a) Zur Landseite hin wird hinter dem Deich-
kern ein Sand-Kies-Gemisch aufgeschiittet.
Das Profil der Aufschiittung kann durch
eine lineare Funktion g beschrieben werden, deren Graph mit der Steigung 0,47 von
der Deichkrone D bis NHN (bis zur x-Achse) reicht. Ermitteln Sie den Funktionsterm g (x).

b) Zur Seeseite hin soll vor dem Deich vom Profilpunkt P(1]1,48) aus abwarts ebenfalls
ein Sand-Kies-Gemisch aufgeschiittet werden. NHN (hier die x-Achse) soll im Punkt
S(410) erreicht werden. Ermitteln Sie den Term h (x) einer linearen Funktion h, die das
Profil dieser Aufschiittung beschreibt.

¢) Ermitteln Sie, wie viel Kubikmeter Sand-Kies-Gemisch fiir je zehn laufende Meter der
seeseitigen Aufschiittung benétigt werden.

1 LE entspricht 2 m.
NHN: Normalhéhennull
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Alles im Blick

Das bestimmte Integral

Ist f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion, dann beschreibt
b

das bestimmte Integral [ f(x)dx die Flichenbilanz der
a

vom Graphen von f und der x-Achse im Intervall [a; b]
begrenzten Flache.
Istim Intervall [a; b] ...
f(x) = 0, soist

f(x) < 0, soist
b b
[fx)dx = 0.
a

[fx)dx < 0.

y
Gfa b

Gt

ab X

f(xo) = 0 mitVZW, so ist

b >0, wenn A; > A,
[f(x)dx{ =0, wenn A;=A, gilt.
: <0, wenn A; <A,

Ist f die momentane Anderungsrate einer GroRe, so gibt das
b

Integral [f(x)dx die Gesamténderung dieser GréRe im
a

Intervall [a; b] an.

Modelliert die Funktion f im Intervall [a; b] die momentane
Anderungsrate eines Bestands B, so ldsst sich der Bestand

b
B (b) mithilfe des Terms B(b) = B(a) + [ f(x) dx beschreiben;
B (a) ist der Anfangsbestand. @

Der Inhalt der gekennzeich-

Ay
neten Flache unter dem 101
Graphen der in R definierten gl
Funktion f: x> 0,25x?
entspricht dem Wert des 67T
Integ6rals 4t
A= J2'0,25x2dx i
) 2 46X

Eigenschaften:

L] if(x)dx =0

C b b
= [f(x)dx+ [f(x)dx = [f(x)dx (Intervalladditivitit)

AWertsteigerung in ct/Tag

Zleit in IWochlen

1 23 4 56 7 9

Die Abbildung zeigt die momentane Anderungsrate des
Werts einer Aktie, die anfanglich B(0) = 13,25 € wert war
(f () in €/Woche; t: Zeit in Wochen).

5
Es gilt If(t)dt = 5%1 2 = 6 > 0. Die Aktie gewinnt in

0
den ersten 5 Wochen 6 €.

9
Es gilt jf(t) dt = —%~ 1 =-2,5 < 0. Die Aktie verliert

5
in den weiteren 4 Wochen 2,5 €.
Der Wert der Aktie betrdgt nach 9 Wochen
9

B(9) = B(0) +If(t)dt =13,25+3,5 = 16,75 [€].
0

Die Integralfunktion

Ist die Funktion f stetig in einem Intervall | der Definitions-
menge und a e I, dann heift die Funktion F, mit

Fa(x) = [f(t)dt, D, =T,

die jedem Wert von x e I den Wert des Integrals zuordnet,

Integralfunktion von f mit der unteren Integrationsgrenze a.

a
Esgilt: F,(a) = [f(t)dt = 0 firalle a e Dy.
a
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Jede Integralfunktion einer stetigen Funktion f ist eine

X
Stammfunktion von f. Aus F,(x) = [f(t)dt; a, x € Dy, folgt
F,(x) = f(x). @
Die Ableitung jeder Integralfunktion ist die Integranden-
funktion. Mit einer Stammfunktion F von f gilt dann:

b
[f(t)dt = F(b) - F(a).

Besondere Stammfunktionen (c € R):

n [f(x)-ef¥dx = ef@+c

. I%dx =InlfX) |+ c

= [flax+b)dx = 1-Flax+b)+¢ F(x) =f(x),a=0

a

6 6
2 =13] —1.g3_1,93_216_8 _ 208
JZ’XdX [3’(23632 3 373

Berechnung von Flacheninhalten

Fiir zwei in einem Intervall I = [a; b] stetige Funktionen f
und g gilt: Liegt der Graph von fin ganz I oberhalb des
Graphben von g, so ist

A = [If(x) - g (x)]dx.

Bilden die Graphen G¢und Gy in I zwei Teilflidchen, so ist
A = A-| + AZ

= [If(x) - g ()] dx +

o

b
JIg () - f(1dx.

Uneigentliche Integrale

Integrandenfunktion reicht
ins Unendliche

Integrandenfunktion strebt
an einer Grenze ins Unend-

b

Ao oty e [T 2 e 1

{dex—bl_lmw_!’xzdx—bl_lmw[ x]1_bﬂ>n2w b+1)
=1

1 1 1

1 o Doy — i _ B

o = fim, = i (251, = i (2-246)

liche =2

Das Volumen von Rotationskorpern

Rotiert ein Flachenstlick, das vom Graphen G¢einer stetigen  f(x) = VX

Funktion f mit f(x) = 0 fiir jeden Wert von x e [a; b], der b ,b

x-Achse und den achsenparallelen Geraden g: x = a und vV, = J[~I[f(X)]2dX = T[I:X?]
a a

h:x = b > a berandet wird, um die x-Achse, so entsteht ein
b

Rotationskérper mit dem Volumen V = s [ [f (x)]2 dx.
a

— T (Hh2_ 52
_z(b a)
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Aufgaben zur Einzelarbeit

Das kann ich! Das kannich Das kann ich

fast! noch nicht!

n Der gezeichnete Graph Gy beschreibt die momen-
tane Anderungsrate eines Bestands B. Fiir t = 0
hat der Bestand den Wert 10.

Ay

4__
o

a) Begriinden Sie, zu welchen Zeitpunkten B
maximal (minimal) ist.

b) Ermitteln Sie mithilfe von Gg, ob B im Intervall
10; 14] wieder den Wert 10 erreichen kann.

¢) Berechnen Sie B(14) und beschreiben Sie Ihr
Vorgehen.

B Der Graph der Funktion f: x> 0,25x%+ 1,
D¢ = [0; 4], ist der Parabelbogen P.
Zerlegen Sie das Intervall I = [0; 4] in vier gleich
lange Teilintervalle und geben Sie eine Abschét-
zung fiir den Inhalt A der Flache, die von P, der
y-Achse, der x-Achse und der Geraden g mit der
Gleichung x = 4 berandet wird, an.

B Geben Sie jeweils einen Term der Integralfunktion
in integralfreier Schreibweise an.
X

a) Fi(x) = [ (2+1)dt
-1
X ¢ 1

b) Fy (0 = [[et+F]de
X 2

9 Folx) = J[te”2]dt
0

u Berechnen Sie jeweils den Wert des Integrals.

* 2x Hlor o £
a) !X2+2dx b) L(x e )dx 1) ! Xde
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Uberpriifen Sie Ihre Fihigkeiten und Kompetenzen.
Bearbeiten Sie dazu die folgenden Aufgaben und
bewerten Sie lhre Losungen mit einem Smiley.

Begriinden Sie, welche Aussage jeweils wahr ist.
Stellen Sie falsche Aussagen richtig. Uberpriifen
Sie lhr Ergebnis mithilfe einer DMS.

3 3
a) [x*dx =0 b) [(+x)dx >0
3 2

1 2 2
o [eXdx+[eXdx >0 d) 5- [ sinxdx >0
-1 1 0

ﬂ Berechnen Sie jeweils den Inhalt der Flache ...
a) zwischen dem Graphenvon f:x+— e*-2
und der x-Achse im Intervall [0; 2].
b) zwischen den Graphen der in R definierten
Funktionen f:x+>x2-1 und g:x— 3.
c) zwischen den Koordinatenachsen und dem
Graphen der Funktion f:x — % -1, Df= R
Wird beim Befiillen eines Beckens der Hahn auf-
gedreht, so steigt die momentane Zuflussrate der

Wassermenge (in r’:—;) gemaf der Funktion

fit— —t3+ 3t (t = 0 in Minuten) bis zum Maxi-
malwert an und bleibt dann konstant. Das Becken
enthilt zu Beginn 10 m3 Wasser und (iber den

gesamten Zeitraum flieBen 1 :—I; ab.
a) Berechnen Sie den Inhalt des Beckens nach
1 1 Minute 2 10 Minuten.

b) Berechnen Sie, wann das Becken beginnt tiber-
zulaufen, wenn es 50 m3 fasst.

EJ Die obere Grenzlinie dieses Rotationskérpers kann

durch die in R definierte Funktion f: x — 5e0.05%
modelliert werden.
Berechnen Sie sein ! Gy
Volumen in Abhangigkeit
vona und b. 3 S B




1

Bearbeiten Sie diese Aufgaben zuerst alleine.

seitig lhre Losungen. Korrigieren Sie fehlerhafte Antworten.

Kapitel 1: Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Aufgaben fiir Lernpartner

2 Suchen Sie sich einen Partner oder eine Partnerin und arbeiten Sie zusammen weiter: Erklaren Sie sich gegen-

Sind folgende Behauptungen richtig oder falsch? Begriinden Sie.

Das bestimmte Integral ist eine Zahl.

Jedes bestimmte Integral liefert einen Flachen-
inhalt.

Wenn die Begrenzungslinie einer Flache un-
endlich lang ist, so muss auch der Flacheninhalt
unendlich grof3 sein.

An den Nullstellen einer Integralfunktion hat die
Integrandenfunktion eine waagrechte Tangente.

Eine Integralfunktion kann den Wert null anneh-
men, obwohl die entsprechenden Flacheninhalte
nicht null sind.

Mithilfe einer Integration kann auch die Flache
zwischen dem Funktionsgraphen und der y-Achse
berechnet werden.

Wird von der Ableitung einer Funktion die Inte-
gralfunktion berechnet, so erhélt man wieder die
urspriingliche Funktion.

Um eine Bestandsanderung zu berechnen, wird
die Ableitungsfunktion der Bestandfunktion
bendtigt.

b C b
Aus If(x) dx = jf(x) dx+Jf(x) dx folgt

a C
as<c<h.

b
Aus I[f(x) —-g(x)]dx = 0 folgt f(x) = g(x) fiiralle

X € [a; bl.

n Eine Funktion, die einen Bestand beschreibt, darf

keine negativen Funktionswerte haben.

Es reicht aus, die Funktion zu kennen, die die
Anderung eines Bestands angibt, um den Bestand
zu jedem Zeitpunkt berechnen zu kénnen.

Wenn mithilfe der Funktion f das Volumen eines
Rotationskorpers berechnet werden kann, der
durch Rotation des Graphen von f um die x-Achse
entstanden ist, so kann mit derselben Funktion
auch das Volumen des Korpers berechnet werden,
der durch Rotation des Graphen von f um die
y-Achse entsteht.

Ist ein Rotationskdrper innen hohl, so kann sein
Volumen nicht berechnet werden, indem man den
Graphen der Differenzfunktion von AuBen- und
Innenseite um die x-Achse rotieren lasst.

Ichkann... Aufgaben Hilfe
... mit bestimmten Integralen umgehen. 1,3,5A,B,) S.10
.. das bestimmte Integral als Gesamtanderung einer Grof3e interpretieren. 1,6,HK,L S.10, 11
.. Integralfunktionen ermitteln. 2,D,E G S.16
.. mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung umgehen. 2,3,4,D S.20
.. Flacheninhalte berechnen. 1,5 CEF]I S.28
.. das Volumen von Rotationskdrpern berechnen. 7,M,N S.34
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Auf dem Weg zum Abitur

Auch fiir miindliche n Die Abbildung zeigt den Graphen G; der Vi
Priifungen geeignet. Funktion f:x—x-(x-2)-e*, D;=R.
Die Funktion F:x— (x2—4x + 4) - %, 27 G
De =R, ist eine Stammfunktion von f. .
a) Bzerechnen Sie den Wert des Integrals 8 6 -4 -

S
xy

| f(x)dx und interpretieren Sie das IENE

E;ogebnis geometrisch.
b) Der Graph G;und die x-Achse begren-
zen im Bereich -4 < x < 2 eine Flache. Beur;ceilen Sie folgende Aussagen:

1 DerInhalt der Flache ist durch den Term j f(x) dx gegeben.
~4

2 DasVolumen des Korpers, derzdurch Rotation dieser Flache um die x-Achse

entsteht, ist durch den Term I - [f(x)]>dx gegeben.
24
Interpretieren Sie den Term 7t - [f(x)]? geometrisch.

Die Vorderseite einer Dachgaube
. 2 -
wird modellhaft durch das Z e . IHéhe der

Flachenstiick beschrieben, \éof%erSﬁite b
. er bachgaupe

das der Graph Gyderin R g

definierten Funktion

-4 0 ! X

1.2 [ >

fix— 2e_§x , die x-Achse : Breite der Vorderseite

und die Geraden mit den Gleichungen x = 4 und x = -4 einschlieBen (1 LE £1 m).

In der Vorderseite der Dachgaube befindet sich ein Fenster. Dem Fenster entspricht im

Modell das Flachenstiick, das der Graph der Funktion g mit g(x) = ax*+ b und geeigne-

ten Werten a, b € R mit der x-Achse einschlief3t.

a) Begriinden Sie, dass a negativ und b positiv ist.

b) Um den Flacheninhalt der Vorderseite der Dachgaube zu ermitteln, wird eine Stamm-
funktion F von f betrachtet. Einer der Graphen |, [l und lll ist der Graph von F.
Begriinden Sie, dass dies Graph | ist, indem Sie jeweils einen Grund dafiir angeben,
dass Graph Il und Graph Il nicht infrage kommen.

y4 yA yA
4 4 4+
21 2 2+
— —t— — —f—> — ——
-4 -2 24 X -4 = 24 X -4 -2 24 X
4 -2+ 4
I -4 -4+ i -4

c) Bestimmen Sie mithilfe des Graphen von F aus Teilaufgabe b) den Fldcheninhalt der
gesamten Vorderseite der Dachgaube (einschlieBlich des Fensters).

d) Beschreiben Sie unter Einbeziehung dieses Flicheninhalts die wesentlichen Schritte
eines Losungswegs, mit dem der Wert von a rechnerisch so bestimmt werden kdnnte,
dass bei einer Fensterhdhe von 1,50 m der Teil der Vorderseite der Dachgaube, der in
der Abbildung schraffiert dargestellt ist, den Flacheninhalt 6 m? hat.
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

B Gegeben ist die in R definierte Funktion f:x— —x2+ 2ax mit a e ]1; +oo[. Die Nullstellen
von fsind 0 und 2a.

a) Zeigen Sie, dass das Flachenstiick, das der Graph von f vA

mit der x-Achse einschlie3t, den Inhalt %a3 besitzt.

b) Der Hochpunkt des Graphen von f liegt auf einer Seite
eines Quadrats; zwei Seiten dieses Quadrats liegen auf
den Koordinatenachsen (vgl. Abbildung). Der Flachen-
inhalt des Quadrats stimmt mit dem Inhalt des Flachen-
stiicks, das der Graph von f mit der x-Achse einschlieft,
Uberein. Bestimmen Sie den Wert von a.

—%y

[ Auf einer Autobahn entsteht morgens an einer Baustelle v
hdufig ein Stau. An einem bestimmten Tag entsteht der Stau
um 6.00 Uhr und I6st sich bis 10.00 Uhr vollsténdig auf. Fiir
diesen Tag kann die momentane Anderungsrate der . .

Staulinge mithilfe der in R definierten Funktion f mit 1 \/4 X

f(x) = x-(8-5x)- (1—) —x + 3x3 - 9x2 + 8x

beschrieben werden (x: die nach 6.00 Uhr vergangene Zeit in

Stunden; f(x) die momentane Anderungsrate der Stauldnge in Kilometern pro Stunde). Die

Abbildung zeigt den Graphen von ffiir 0 < x < 4.

a) Nennen Sie die Zeitpunkte, zu denen die lokale Anderungsrate der Staulinge den Wert f'(X)]=
null hat, und begriinden Sie anhand der Struktur des Funktionsterms von f, dass es ! ‘ZX) (5%~ 16x+8)
keine weiteren solchen Zeitpunkte gibt.

b) Esgilt f(2) < 0. Interpretieren Sie dies im Sachzusammenhang.

¢) Bestimmen Sie rechnerisch den Zeitpunkt, zu dem die Stauldnge am stérksten
zunimmt.

Im Sachzusammenhang ist neben der Funktion f die in R definierte Funktion s mit
X) = (%)2 -(4-x)3 = —%xs + %x“ - 3x3+4x? von Bedeutung.

d) Begriinden Sie, dass die folgende Aussage richtig ist: Die Stauldange kann fiir jeden Zeit-
punkt von 6.00 Uhr bis 10.00 Uhr durch die Funktion s angegeben werden.

e) Bestdtigen Sie rechnerisch, dass sich der Stau um 10.00 Uhr vollstandig aufgeldst hat.

f) Berechnen Sie die Zunahme der Stauldnge von 6.30 Uhr bis 8.00 Uhr und bestimmen
Sie fiir diesen Zeitraum die mittlere Anderungsrate der Stauldnge.

g) Fiir einen anderen Tag wird die momentane Ande-
rungsrate der Stauldnge fiir den Zeitraum von
6.00 Uhr bis 10.00 Uhr durch den in der nebenste- 14
henden Abbildung gezeigten Graphen dargestellt.
Dabei ist x die nach 6.00 Uhr vergangene Zeit in ] ] ] >
Stunden und y die momentane Anderungsrate der \/
Staulinge in Kilometern pro Stunde. Um 7.30 Uhr T
hat der Stau eine bestimmte Lange. Es gibt einen
anderen Zeitpunkt, zu dem der Stau die gleiche Linge hat. Ubertragen Sie die Abbil-
dung in Ihre Unterlagen und markieren Sie dort diesen Zeitpunkt, begriinden Sie lhre
Markierung und veranschaulichen Sie Ihre Begriindung in lhrer Abbildung.
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Elemente und die Nuklidkarte problemlos lesbar. Dank

der praktischen Bindung bleibt die Formelsammlung aufge-
schlagen auf der gewlinschten Seite offen. Beides erleichtert
ein unkompliziertes Nachschlagen und Arbeiten.

(Musterdoppelseite aus ,Mathematisch-naturwissenschaftliche Formelsammlung — Bayern")



Digitaler Unterricht

click & study

Digitale Ausgabe des Schulerbands

Digitaler Unterricht mit C.C.Buchner

Mit der digitalen Ausgabe des Schulerbands click & study und dem digitalen Lehrermaterial
click & teach wird die Unterrichtsgestaltung und Vorbereitung einfacher als je zuvor.

Einfach in der Navigation:

Im Mittelpunkt steht immer die digitale Ausgabe des Schulerbands, um die sich alle Zu-
satzmaterialien und Funktionen gruppieren. So finden sich alle Inhalte dort, wo sie benétigt
werden.

Einfach in der Bedienung:
click & study und click & teach bieten eine Fulle an nitzlichen Funktionen. Die Gestaltung
und die Bedienelemente sind dennoch nicht tberladen und bleiben selbsterklarend.

Einfach im Zugriff:

Mit einem Internetbrowser konnen Sie mit jedem Endgerat auf click & study und click & teach
zugreifen. Alternativ nutzen Sie die kostenfreie Tablet-App — so konnen Sie auch offline
arbeiten. click & study kann zudem via www.bildungslogin.de verwendet werden.

Einfach fir alle:

click & study und click & teach konnen miteinander verknupft werden. So funktioniert der
Unterricht bei Bedarf komplett digital — ideal flir Tablet-Klassen und den digitalen
Materialaustausch zwischen Lehrenden und Lernenden.

Weitere Informationen, kostenfreie Demoversionen und Erklarvideos

auf www.click-and-study.de und www.click-and-teach.de




Digitaler Unterricht

Das und vieles mehr bieten click & study und click & teach:

Digitale Arbeitsseiten

Durch das Einfligen digitaler Arbeitsseiten besteht die Moglichkeit, auf einer
zusatzlichen leeren Seite eigene Texte, Bilder, Links und Freihandzeichnungen
zu hinterlegen.

Umfangreiches Lehrermaterial (nur in click & teach)

click & teach bietet umfangreiches digitales Zusatzmaterial wie zum Beispiel
Losungen, didaktische Hinweise, weitere digitale Lernanwendungen,
Animationen, Arbeitsblatter, Kopiervorlagen, Tafelbilder und vieles mehr.

Lerngruppenfunktionen

Als Lehrkraft haben Sie in click & teach die Moglichkeit, Materialien in

click & study freizuschalten. Im Aufgabenpool und im Forum konnen Lernende
Aufgaben digital empfangen, wieder abgeben und sich austauschen.

Lizenzmodelle fiir jeden Bedarf
Egal ob nur fir Sie, das Kollegium oder die ganze Schule — wir haben fur jeden
Bedarf ein passendes Angebot. Bestellen konnen Sie ausschliellich auf

www.ccbuchner.de.



Digitaler Unterricht
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Lizenzmodelle click & teach

fur Lehrkrafte
Kollegiums- . :
m . L Einzellizenz flex
teach lizenz
Digitale Ausgabe Digitale Ausgabe Digitale Ausgabe
Inhalt . . '
+ Lehrermaterial + Lehrermaterial + Lehrermaterial
Preis ab 130,— € ab37,- € ab 24,50 €
solange das solange das solange das
Laufzeit gedruckte Lehrwerk gedruckte Lehrwerk gedruckte Lehrwerk
erhaltlich ist erhaltlich ist erhaltlich ist
beliebige Anzahl fur das
Lizenzanzahl komplette Fachkollegium 1 1
inkl. Referendare
Weitergabe Ubertragbar ubertragbar nicht Ubertragbar
direkte direkte digitaler
Zugang Freischaltung im Freischaltung im Freischaltcode
Schulkonto Schulkonto per E-Mail
i knlpf i knlpf
Verfiigbarkeit im verkniipften im verknuptten im personlichen Konto

Schulkonto

Schulkonto

Stand: 01.01.2025

Einfache Verwaltung im Schulkonto

Fur Lehrmittelverantwortliche, IT-Krafte und Lehrkrafte bieten wir das C.C.Buchner-Schulkonto an.
Damit konnen die digitalen Lehr- und Lernmittel click & teach und click & study an einem zentralen
Ort erworben, verwaltet und dem Kollegium oder der Schiilerschaft zur Verfligung gestellt werden.

» Lizenzen erwerben m » Lizenzen erwerben mﬂ
teach study

Einfach Kollegiumslizenzen sowie
Einzellizenzen flex per Rechnung bestellen.

» Lizenzen verwalten und iibertragen

Zuordnung und Ubertragung der Lizenzen zu Mit-
gliedern des Kollegiums einsehen und verwalten.

» Zugriffsrechte verwalten

Den verknlpften Lehrkraften die Rechte (kaufen,

verwalten, bearbeiten) individuell vergeben.

Schulkonto- oder PrintPlus-Lizenzen
per Rechnung in wenigen Schritten bestellen.

» Schulstrukturen anlegen und verwalten
Nach Anlage der Schulstruktur Daten der
Schilerschaft manuell pflegen oder importieren.

» Lizenzen zuweisen

click & study je nach Bedarf einer ganzen Jahr-
gangsstufe, einer Klasse oder auch Einzelpersonen

zuordnen.



Digitaler Unterricht

Bestellen Sie click & study

Lizenzmodelle click & study
fir Schilerinnen und Schler

study

Inhalt
Preis

Laufzeit
Lizenzanzahl
Weitergabe
Zugang

Verfiigbarkeit

Testlizenz

Digitale Ausgabe
+ Zusatzmaterial

kostenfrei
nur fir Lehrkréafte

100 Tage

1-30

nicht tbertragbar

digitaler
Freischaltcode per
E-Mail

im personlichen
Konto

Stand: 01.01.2025

Sie haben Fragen? Wir helfen lhnen gern!

Unsere Schulberatung und unsere Digitalberatung stehen Ihnen mit Rat und Tat zur Seite.
E-Mail: click-and-teach@ccbuchner.de | click-and-study@ccbuchner.de

Telefon: +49 957 16098333

Weitere Informationen,
Schritt-fiir-Schritt-Anleitungen

und Erklarvideos:

> www.click-and-study.de
» www.click-and-teach.de
» www.ccbuchner.de/schulkonto

N

Digitale Ausgabe
+ Zusatzmaterial

Standardpreis
ab 6,90 €

12 +1 Monat
ab Freischaltung

nicht tbertragbar

digitaler
Freischaltcode per
E-Mail

im personlichen
Konto

Schulkonto

PrintPlus Lizenz

Digitale Ausgabe
+ Zusatzmaterial

ab 2,10 €
bei Einfihrung
des Schulbuchs

12 + 1 Monat
ab Freischaltung

.
pro eingeflihrtem
Schulbuch

nicht Ubertragbar

direkte
Freischaltung im
Schulkonto

im verknipften
Schulkonto

d profitieren
i Schulkonto un
" Sie vom 3—fach—Rabatt!

Schulkonto
Lizenz

Digitale Ausgabe
+ Zusatzmaterial

Standardpreis
abzgl. Schulkonto-,
Laufzeit- und
Mengenrabatt

wahlbar 1-6 Jahre
(+ 17 Monat)
ab Freischaltung

beliebige Anzahl fiir
die Schilerschaft

Ubertragbar

direkte
Freischaltung im
Schulkonto

im verknipften
Schulkonto




Unser WebSeminar-Angebot

y

Unsere WebSeminare fiir
Bayern

Wir unterstiutzen und begleiten Sie beim Umsetzen des aktuellen
LehrplanPLUS — und das nicht nur mit unseren neuen Lehrwerken.
Wir mochten Ihnen Anregungen bieten, Materialien vorstellen und
Gelegenheit zum Gedankenaustausch geben.

Deshalb bieten wir lhnen WebSeminare an, fiir die
Sie auch eine Teilnahmebestatigung erhalten.
Naturlich finden Sie uns ebenfalls auf Uberregionalen
Messen und Kongressen.

und Termine finden Sie auf
www.cchbuchner.de/
veranstaltungen.

Nichts mehr verpassen:
Unser Newsletter
mit allen aktuellen Terminen

Abonnieren Sie jetzt unseren Veranstaltungsnewsletter!
Damit sind Sie facheriibergreifend immer Gber die aktuellen Termine
von C.C.Buchner informiert und konnen sich Ihren Platz sichern.

Wir freuen u
spannen

auf gut
vor allema

ns auf
de Veranstaltun
¢ Gespréche und

uf Sie!

gen,




Gebietsaufteilung Schulberatung

N

Ihr Schulberatungsteam in Bayern

Kilian Jacob
Mobil: 0171 6012375

E-Mail: jacob@ccbuchner.de

Zustandigkeitsbereiche

» Mittelfranken PLZ-Bereich 90-913
» Niederbayern

Dr. Katrin Brogl » Oberbayern ohne PLZ-Bereiche
Mobil: 0178 6012379 82,836/837,850/52, 86
E-Mail: k.brogl@ccbuchner.de » Oberfranken
Zustandigkeitsbereiche > Oberpfalz
» Mittelfranken PLZ-Bereiche Tagungsstatten:

914-972 Gars, Wasserburg

» Unterfranken

97] OBERFRANKEN
UNTERFRANKEN

@

OBERPFALZ

NIEDERBAYERN

84

Annette Goldscheider K. @ ® P
Telefon: 0821 2593648

2. ® ®
Mobil: 0171 6012371 ®® s3:)
E-Mail: goldscheider@ccbuchner.de OBERBAYERN 1)

Zustandigkeitsbereiche 52) 3¢) 530) ® o
» Schwaben o7
» Oberbayern PLZ-Bereiche

82, 836/837, 850/52, 86

Tagungsstatten:
Akademie Dillingen und Tutzing



Sie wiinschen personliche Beratung?
Unser Schulberatungsteam fiir Bayern ist fir Sie da
— vor Ort, telefonisch und online:

Dr. Katrin Brogl| Annette Goldscheider Kilian Jacob
Mobil: 0178 6012379 Mobil: 0171 6012371 Mobil: 0171 6012375
E-Mail: k.brogl@ccbuchner.de E-Mail: goldscheider@ccbuchner.de  E-Mail: jacob@ccbuchner.de

v

CCBUCHNER L63033

Stand: Februar 2025. Anderungen und Irrtiimer vorbehalten.



