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| 6 Differentialgleichung der em-Schwingung im LC-Kreis B Elektromagnetische Schwingungen

Ph12 Lernbereich 2: Elektromagnetische Induktion und Schwingungen

Die Schiilerinnen und Schiiler erklaren fiir den Idealfall der freien ungedampften elektromagnetischen
Schwingung das Zusammenwirken von Kondensator und Spule im Schwingkreis in Analogie zur me-
chanischen Schwingung und beschreiben Schwingungsvorgange mithilfe von Diagrammen. Diese

Analogiebetrachtungen setzen sie bei quantitativen Untersuchungen, unter anderem durch Energiebe-

trachtung und die Beschreibung mithilfe von Differentialgleichungen, fort und reflektieren die

Generalisierbarkeit dieser Modellierungen. Sie erkennen das lineare Kraftgesetz als Bedingung

fiir die Entstehung einer mechanischen harmonischen Schwingung.

Aufstellen der Differentialgleichungen

Ziel ist es, den elektromagnetischen Schwingkreis mathematisch zu modellieren, sodass alle physikali-
schen Grofien bestimmt werden kénnen. Die Analogie zur mechanischen Schwingung ist hier hilfreich,

deswegen werden beide Schwingungssysteme nebeneinander dargestellt:

Differentialgleichung einer freien ungedampften...

mechanischen Schwingung
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Die Abbildung zeigt einen Wagen zwischen zwei
Federn. Wird der Wagen aus der Ruhelage in x-
Richtung ausgelenkt und losgelassen, beginnt
eine horizontale Schwingung. Diese Schwingung
soll ohne Reibung (,ungedampft”) betrachtet wer-
den.

Die Ursache der Bewegung des Wagens ist die
ricktreibende Kraft der Federn. Sie ist proportio-
nal zur Auslenkung, erhalt aber ein Minuszei-
chen, weil sie entgegen der Auslenkungsrichtung
wirkt:

Freger = —D - x(t) (Hookesches Gesetz)

Die ricktreibende Kraft verursacht eine Be-
schleunigung des Wagens, welche von der Posi-
tion x des Wagens abhangt. Da sich die Position
des Wagens kontinuierlich mit der Zeit t andert,
andert sich auch die Beschleunigung a(t) konti-
nuierlich mit der Zeit:

FWagen = FFeder
m-a(t) = =D -x(t)
m-a(t)+D-x(t)=0 (1a)

elektromagnetischen Schwingung

il
-

Die Abbildung zeigt einen geladenen Kondensa-
tor, der im nachsten Moment tiber eine Spule ent-
laden wird. Es beginnt eine elektromagnetische
Schwingung. Sie soll ohne Energieverlust, also
ohne Widerstand (,ungedampft”) betrachtet wer-
den.

C L

Die Summe der Spannungen U, und U, ist zu je-
dem Zeitpunkt der Schwingung null. Die Selbst-
induktionsspannung der Spule erhalt deshalb ein
Minuszeichen:

U, = —L-I.

Die Kondensatorspannung verursacht einen
Strom, dessen Starke vom Wert der Spannung
abhangt. Da sich die Spannung des Kondensa-
tors kontinuierlich andert, andert sich auch die
Stromstéarke durch die Spule kontinuierlich:

Uc=0U,

QW _
=
L-I'+%-Q(t)=0 (1b)
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Definitionsgeman gilt:
o Av dv , .
O= My Ta O

In Worten: Die Beschleunigungsfunktion ist also
die zeitliche Ableitung der Geschwindigkeitsfunk-
tion.

AuRerdem gilt:

- i Ax dx o
iy YA

In Worten: Die Geschwindigkeitsfunktion ist die
Ableitung der Ortsfunktion.

Somit ergibt sich: a = v = ¥. Eingesetzt in (1a):
m-X+D-x=0

., Db

X+—-x= 0 (2a)

Differentialgleichung der freien ungedampften
mechanischen Schwingung

B Elektromagnetische Schwingungen

Definitionsgeman gilt:

10 = lim32=2=0'©® =0

In Worten: Die Stromstarkefunktion ist die Ablei-
tung der Ladungsfunktion.

Auflerdem gilt:
_dl_d*Q
Tdt dt?

In Worten: Die 1. Ableitung der Stromstarkefunk-
tion ist die zweite Ableitung der Ladungsfunktion.

X

Eingesetzt in (1b) folgt:
L 0+2Q=0
G+z0=
. 1
Q+;:Q=0 (2b)

Differentialgleichung der freien ungedampften
elektromagnetischen Schwingung

Die Gleichungen (2a) und (2b) enthalten die Funktion x(t) bzw. Q(t) und jeweils ihre zweite Ableitung.
Man nennt eine solche Gleichung homogene Differentialgleichung 2. Ordnung. Wenn man eine
Funktion x(t) bzw. Q(t) findet, die eine Ldsung fir die Differentialgleichung ist, kann man zu jedem
Zeitpunkt t die Position x des Wagens bzw. die Ladung Q und Spannung U, des Kondensators bestim-

men — das ist das Ziel.

Losungsweg

mechanische Schwingung
Zunachst wird die Differentialgleichung etwas
umgeschrieben:

i=—2.x (3a)

Man sieht, dass die zweite Ableitung von x bis auf
einen negativen Vorfaktor wieder mit der ur-
springlichen Funktion von x Ubereinstimmen
muss. Mathematisch ist dies bei der Sinus- oder
Kosinusfunktion der Fall. Fir die Differentialglei-
chung verwenden wir also folgenden

Losungsansatz: x(t) = x, - cos(w - t)  (4a)
mit...

x, = Amplitude = maximale Auslenkung
Kreisfrequenz w -Zeit t = Winkel ¢ =2?" -t

elektromagnetische Schwingung

Zunachst wird die Differentialgleichung etwas
umgeschrieben:

G=-=-0 (3b)

Man sieht, dass die zweite Ableitung von Q bis
auf einen negativen Vorfaktor wieder mit der ur-
sprunglichen Funktion von @ Ubereinstimmen
muss. Mathematisch ist dies bei der Sinus- oder
Kosinusfunktion der Fall. Fur die Differentialglei-
chung verwenden wir also folgenden

Lésungsansatz: Q(t) = Qo - cos(w -t)  (4b)
mit...

Q, = Amplitude = maximale Ladung
Kreisfrequenz w - Zeit t = Winkel ¢ = 2?" t
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1 Die Differentialgleichung (2b) wurde Gber den Spannungsansatz U, = U. gewonnen. Eine alter- umfangreiches

native Herleitung geht vom Energieansatz aus: %CU2 + %LI2 = const.

Aufgaben-
material

Leiten Sie diese Gleichung nach der Zeit ab (Kettenregel beachten!) und zeigen Sie, dass das
Ergebnis ebenfalls zur Differentialgleichung (2b) fihrt.

2\ Ein idealer Schwingkreis, der aus der Kapazitdt C = 44 pF und der Induktivitat L = 3,0 uH be-
steht, schwingt ungedampft. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 ist der Kondensator vollstandig geladen, die
Spannung betragt dann 12 V.

a) Berechnen Sie die Schwingungsdauer T. [Kontrollergebnis: T = 7,2 - 1078 s]

b) Ermitteln Sie den Zeitpunkt, zu dem der Kondensator erstmals vollstadndig entladen ist. Bestim-
men Sie die Stromstérke I zu diesem Zeitpunkt [Kontrollergebnis: t = 1,8 - 1078 5].

c) Zeichnen Sie den zeitlichen Verlauf der Spannung und der Stromstérke innerhalb einer Schwin-
gungsdauer.

3\ Bei der mechanischen Schwingung muss die Riickstellkraft durch eine lineare Funktion beschrie-
ben werden, damit die Schwingung ,harmonisch” genannt werden kann.

a) Begriinden Sie dies.

b) Suchen Sie Beispiele verschiedener Schwingungen und begriinden Sie, ob es sich um harmoni-
sche oder nichtharmonische Schwingungen handelt.

4\ Erstellen Sie tabellarisch eine Gegeniiberstellung von korrespondierenden GrofRen der mechani-
schen und der elektromagnetischen Schwingung. Diskutieren Sie, ob man ausgehend von der
Differentialgleichung der freien ungedampften mechanischen Schwingung eine Differentialglei-
chung der elektromagnetischen Schwingung aufstellen kann, wenn man sich allein der Analogien
zwischen diesen Schwingungssystemen bedient. Entscheiden Sie, ob dieses Verfahren auch fur

andere Schwingungsarten geeignet ist. [H ‘B rﬂ ﬂ“
— oo unak e dh
5\ Setzen Sie den zeitlichen Verlauf der potentiellen und ki- ## f =%#% ,##

netischen Energie eines vertikalen Federpendels in Be- g § g § § H

ziehung zu den entsprechenden Energiekurven des é g 5, @ é,

Schwingkreises (vgl. Abbildung rechts). E ? E E ? E
6\ Ein Wagen (m = 2,00 kg) bildet mit zwei Federn, die jeweils o

x

die Federharte D; = 16,0 % besitzen, ein horizontales Pen-

del. Beide Federn sind 5,0 cm von der Gleichgewichtslage
ausgelenkt. Die nun einsetzende Schwingung sei unge-
dampft.

a) Zeigen Sie, dass die Federharte des Schwingungssystems D = 2 - D, ist.

b) Bestimmen Sie die Kreisfrequenz w der Schwingung.

c) Stellen Sie die Differentialgleichung auf, die das Schwingungssystem beschreibt und geben Sie
eine allgemeine Lésung x(t) an.

d) Spezialisieren Sie diese Losung fur die folgenden Anfangsbedingungen: Zur Zeit t = 0 sei der
Wagen am Ort x, = +2,0 cm und habe die Geschwindigkeit vy = +8,0 %

e) Der Wagen wird nun um x, = 5,0 cm ausgelenkt und losgelassen. Die Spannenergie wird durch
die Funktion Espann = liZ beschrieben. Zeichnen Sie mithilfe eines digitalen Tools diese Funk-
tion fir den Bereich.

f) Geben Sie allgemein die kinetische Energie Ey;, als Funktion von x an.
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ausfiihrliche
“ Losungen
LG HOP+5 - [UOF) =

1 o1 . . .
E-z-L-1-1+§-2-C~UC-UC=0=>L~1-1+C-UC-UC=0

Losungen

ausQ=CUfoIth CU undaus!=0Qfolgti=0
Q Q . L Q0

Diese Gleichung ist null, wenn Q = 0 oder L - (Q + % =0= 0 +$~Q =0

2\

a) T=2-n-\/L-c=>T=2-n-J3,0~10—6 %4440—12 %:7,2-10—8

b) I=18-10"%s
4

1 , 1 ) c
7 L Inax” =5 € Unnax” © Inax = Umnax* |7 = Inax = 12V =46 mA
c)
12V
46 mA
0
T t
3\

a) Wenn sich periodisch veranderliche GroRRen durch Sinus- bzw. Kosinusfunktionen beschreiben
lassen, spricht man von einer ,harmonischen Schwingung®. Die ricktreibende Kraft auf den
schwingenden Korper wird durch ein lineares Kraftgesetz beschrieben (F = — D - x), was dazu
fuhrt, dass alle Bewegungsgrofien (x, v, a) sinus- bzw. kosinusartig sind. So lasst sich sagen,
dass ein lineares Kraftgesetz die Bedingung fur eine harmonische Schwingung ist.

b) Beispiele flr harmonische und nichtharmonische Schwingungen:

Harmonische Schwingungen Nichtharmonische Schwingungen
e Federpendel (F = —Dx) e Alle gedampften Schwingungen (z. B.
o Fadenpendel fiir kleine Auslenkungen alle Schwingungen mit (Luft-)Reibung)
(F=- (1) -mg) e Fadenpendel fir groRere Auslenkun-
1

gen (z. B. Schaukel)
e Stabpendel (etwa Uhrenpendel)
e Kugel auf Knickbahn

e Schwingende Flissigkeit im U-Rohr
(F o —y)
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